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El autor de este libro , Ivan Matveevich Vinogradov (nacido 
el 14 (2) de Septiembre de 1891), es uno de los mas celebres 
matematicos de la actualidad. Las investigaciones de I. M. Vino- 
gradov estan directamente ligadas a los estudios de la escuela de 
teoria de los numeros de Petersburgo, a la cual pertenecieron 
P. L. Chebishev (1821-1894), E . I. Zolotariov (1847-1878), 
C. F. Voronoy (1868-1908) y otros eminentes matematicos . 

El desarrollo de la teoria analitica de los numeros en la 
URSS durante los ultimos 50 ahos esta estrechamente relacio- 
nado con el nombre de Vinogradov y su escuela . Actualmente 
se han publicado mas de 140 trabajos cientificos de I. M. Vino- 
gradov, entre los cuales merecen especial atencion las monografias 
fundamentales : «Un metodo nuevo en la teoria analitica de los 
numeros» (aho 1937) y «Metodo de las sumas trigonometricas 
en la teoria de los numeros » (aho 1947). En estas dos monogra- 
fias se condensan los resultados de todas las investigaciones an- 
teriores del autor , que contribuyeron a la creacion de un nuevo 
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metodo en la teorla de los numeros. En la actualidad, este se 
conoce como el metodo de Vinogradov de las sumas trigonome- 
tricas. Los fundamentos de este metodo fueron creados ya por el 
mismo en el aEo 1934. Este es un metodo muy general, muy 
profundo y sumamente fecundo, mediante el cual I. M. Vino- 
gradov consiguio resolver los problemas clasicos de Goldbach, 
Waring y otros mas. En las monografias de I. M. Vinogradov 
desempena un papel decisivo la acotacion de las sumas trigo- 
nometricas multiples, cuya introduccion y estudio representaba 
de por si un ixito de grandisima importancia en la teorla de los 
numeros. Una de estas acotaciones viene expuesta en el presente 
libro (vease la pregunta 14 del capitulo VI). 

En esta resefia no tenemos posibilidad de hacer una exposicion 
detallada de la obra cientifica de I. M. Vinogradov. Nos 
limitaremos solamente a enunciar algunos de sus resultados 
fundamentales. 

En el ano 1917, I. M. Vinogradov se dedica al problema del 
calculo asintotico de los pantos enteros dentro de los circuitos 
( veanse en el cap. II, las preguntas 1 a, b, c, d, e, 22 a, b y en 
el cap. Ill, las preguntas 5, 6). En su tiempo se ocupo de estos 
problemas G. F. Voronoy. Los resultados que obtuvo Voronoy 
para un caso particular (la hiperbola), los consiguio tambien 
Vinogradov para una close muy amplia de circuitos, basandose 
en unas ideas geometricas mas claras y empleando unos metodos 
analiticos mas sencillos. En el ano 1926, el matematico checo 
V. Yarnik demostro que estos teoremas no podian mejorarse 
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considerablemente. En el aiio 1963, I. M. Vinogradov obtuvo 
tambien el resultado mas exacio respecto del numero F de puntos 
enteros en la esfera x* + y % + z 2 ^ a 2 . Este numero se expre- 
sa por la fdrmula asintotica 

F = -i na 3 -t-0 (a 4 / 3 (In a)«). 

Algunos de los resultados de I. M. Vinogradov ya son clasicos. 
Por ejemplo, ya en el aiio 1918 demostro que la ralz primitiva 
minima de un numero primo p > 3 (sobre las raices primiti- 
vas, veaseel cap. VI, § § 1-5 y las preguntas del mismo capitulo, 
5, 12 c, 14) no es superior a 2 ih ^ p In p, donde h denota la 
cantidad de divisores primos distintos de p — 1. 

Es bien conocido tambien el siguiente teorema de I. M. Vino- 
gradov (aiio 1926) . Sea p un numero primo y sea n un divisor 
de p — 1, donde n =/= 1. Entonces, el no-resto minimo de gra- 
do n respecto del modulo p (veanse los conceptos de resto y no- 
resto en el cap. V, § 1, preguntas 8 d, 12 b y en el cap. VI, 
-! i-i 

§5) no es superior a p 2h (In p) 2 , donde k — e n . En relacion con 
esto, observese que en el aiio 1796 Gauss demostrd que el no-resto 
cuadratico minimo (mod. p) no es superior a 2 V p. El resultado 
de Vinogradov fue el primer adelanto en esta cuestion desde los 
tiempos de Gauss. 

Mucha atencion presto I. M. Vinogradov al problema de la re- 
solution de la ecuacion jc" + • • .-\-Xr — N en numeros enteros 
Xi^O (el llamado problema de Waring, planteado por este en 
el aiio 1770). En el aiio 1909, D. Hilbert demuestra que esta 
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ecuacion es resoluble para valores acotados de r. En los ahos 
1919-1920, Hardy y Littlewood estudiaron el comportamiento 
asintotico del numero de soluciones de las ecuaciones de Waring 
para r^n2 n . El valor minima de r, para el cual la ecuacion 
de Waring admite solucion para lodos los numeros N suficien- 
temente grandes, se denota mediante G (n). Para esta magniiud, 
en el ano 1934, 1. M. Vinogradov obtuvo la cola G (n) < 

< n (3 In n -f- 11) yen el ano 1959, la cota mas exacta G (n) < 

< n (2 In n + 4 In In n + 2 In In In n + 13) . Estas colas no 
pueden mejorarse considerablemente, puesto que es sabido que 
G (n) > n (n~^s 2). 

I. M. Vinogradov demostro tambien que la formula asintoti- 
ca, propuesta por Hardy y Littlewood, 

I (N) - AT' ’a + 0 (N”~ l ~' 2 ) 

(■v = ±,T (s) es la funcion Gamma de Euler; a es «/a serie 

especial », introdiicida por Hardy y Littlewood) para la canti- 
dad de expresiones del numero entero N > 0 en la forma 
N = + • • • + Xr, con enteros positivos x u . . ., x r es valida 

para r > [10n 2 \nn]. 

I. M. Vinogradov obtuvo una serie de cotas importantes : para 

p 

las sumas de Weil, de la forma S — 2 ex P 2n imF (*), donde 

x=i 

es un numero entero y F (x) es un polinomio de coefi- 
cientes reales\ para las sumas extendidas a numeros primos, 



PROLOGO DEL TRADUCTOR 9 


de la forma 2 exp (2 map), donde a es un numero real, 
txn 

para las sumas de la forma 2 X (/> + £)> donde x denota 

p<N 

un cardcter no principal ( vease la definicion de caracter en 
el cap . VI, pregunta 9), y tambien en la teoria de la apro- 
ximacion de polinomios mediante partes fraccionarias . 

En general , es dificil indicar problemas de la teoria analitica 
de los numeros, a los cuales I. M. Vinogradov no hay a prestado 
atencion alguna. For otra parte, algunos de los problemas resue l- 
tos por I. M. Vinogradov habian sido ya planteados mas de 
150 ahos atras, sin encontrar resolucion alguna durante dichos 
ahos, a pesar de los esfuerzos realizados para resolver los por los 
cientificos mas notables del mundo. Tales son, por ejemplo, los 
problemas de Waring y Goldbach mencionados anteriormente. 
Este ultimo problema aparecio en el aho 1742 en la correspon- 
dence entre Chr. Goldbach y L. Euler . Chr. Goldbach manifesto 
la hipotesis de que todo numero entero, mayor que tres, podia 
expresarse en forma de una suma de no mas de tres numeros pri - 
mos. Todos los intentos de los grandes matematicos de resolver 
este problema resultaban inutiles. En lo fundamental, este pro- 
blema fue resuelto por primera vez por I. M. Vinogradov en el 
aho 1937, demostrando que todo numero impar, mayor que 
cierto numero N 0 (la constante de Vinogradov), se expresa en 
forma de una suma de no mas de tres numeros primos. Tambien 
demostro que el numero de expresiones I (N) de un numero impar 
N > 0 en forma de una suma de tres numeros primos, 
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N = pi + Pz + P 3 , se expresa por la formula asintotica 


donde S (N) > 0,6, r = In N y e > 0 es un numero arbitra- 
riamente pequeho. Para la constante de Vinogradov, los mate- 
maticos sovieticos ya ban demostrado que 
N 0 ^ exp exp (16,038). 

Son importantes tambien los resultados obtenidos por I. M. Vi- 
nogradov respedo de la £-funcion de Riemann ( vease la def ini- 
cion en el cap. II, preguntas 12-14,20). I. M. Vinogradov 
demostro que 

C (1 + it) = 0 ((In t)W) 
y que £ (1 + it) no tiene ceros en la region 


cr> 1 


A 

(In t) 213 ' 


Para la cantidad de numeros primos n (x) que no son superiores 
a x (vease el cap. II, preguntas 19c, 24), de aqui resulta la 
acotacion 

X 

«(*)= j + 

donde a > 0 es una constante. 

Los metodos de Vinogradov fueron desarrollados tambien, 
y siguen desarrollandose adualmente, por sus numerosos alum- 
nos, de los cuales en esta breve reseda no tenemos posibilidad 
de relatar. 

Para concluir, indiquemos que desde el ado 1932 I. M. Vino- 
gradov encabeza el centra matematico principal de la Union 
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Sovietica, el Institute) Matematico V. A. Steklov de la Academia 
de Ciencias de la URSS. I. M. Vinogradov es miembro nu- 
merario de la Academia de Ciencias de la URSS desde el 
ado 1929. 

Los meritos de I. M. Vinogradov en la teoria de los numeros tarn- 
bien han sido reconocidos como corresponde fuera de la Union 
Sovietica. I. M. Vinogradov es miembro extranjero de la Socie- 
dad Real de Londres, de la Academia de Ciencias de Dinamarca 
y de la Academia Nacional dei Lincei (Roma); es miembro 
honorifico de la Academia de Ciencias de Hungria; es miembro 
correspondiente de la Academia de Ciencias de Alemania en 
Berlin y de la Academia de Ciencias de Paris; es Doctor hono- 
rifico de filosofia de la Universidad de Oslo (Noruega); es 
miembro extranjero honorifico de las Sociedades Matematicas 
de Amsterdam, Londres y de la India, asi como de la Sociedad 
Filosofica americana en Filadelfia y de la Academia americana 
de Artes y Ciencias en Boston. 

El libro que proponemos, <tF undamentos de la teoria de los 
numeross>, a distincion de otras obras de I. M. Vinogradov, es 
un manual de texto destinado a los estudiantes de las facultades 
de matematicas de las universidades. Es dificil hallar otro libro 
tan conciso sobre teoria de los numeros, donde el material este 
expuesto con tanta claridad y rigurosidad. 

En lo fundamental, esta dedicudo al estudio de la teoria de las 
congruencias. No obstante, las preguntas expuestas al final 
de cada capitulo abarcan un maleiria l que esta relacionado 
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ya con los problemas fundamentales de la teoria analitica de 
los numeros. 

Durante la preparacion de la traduccion castellana, el autor 
expuso al tradudor su opinion acerca de la utilizacion del libro 
por el lector. El autor considera que al preparar las respuestas 
a las preguntas, primero hay que hacer la prueba de resolver 
los problemas- planteados individualmente. Solamente cuando 
se hayan agotado todos los medios para su resolucion, el lector 
debera examinar las respuestas e indicaciones que se dan al final 
del libro. 

El presente libro «F undamentos de la teoria de los numeros», 
fue escrito sobre la base de los cursos explicados por el autor en 
los ahos 1918-1920 en la Universidad de Perm y en los ahos 
1920-1934 en la Universidad de Leningrado. La primera edicion 
del libro salio en el aho 1936. En adelante, el libro ha sido 
mejorado y completado. La presente traduccion se ha hecho de 
la septima edicion rusa. 


25. XII. 1970 


E. APARICIO BERNARDO 



CAPITULO PRIMERO 


Teoria de la divisibilidad 


§ l.Conceptos a. La teoria de los numeros se dedica al 
y teoremas estudio de las propiedades de los numeros 
fundamentales enteros. Llamaremos enteros no solo a los 
numeros de la serie natural 1, 2, 3, . . . (enteros positivos), 
sino tambien al cero y a los enteros negativos — 1, — 2, 
-3, . . . 

Por regia general, al exponer la teoria designaremos con letras 
solamente los numeros enteros. Los casos en que las letras 
no designen numeros enteros los advertiremos especialmente, 
si es que ello mismo no esta claro. 

La suma, diferencia y producto de dos enteros a y b tam- 
bien seran enteros, pero el cociente de la division de a por b 
(si b es distinto de cero) puede ser tanto entero como no 
entero. 

b. Si el cociente de la division de a por b es entero, designan- 
dole con la letra q, se tiene a — bq, es decir, a es igual al 
producto de b por un entero. Diremos entonces que a es divisi- 
ble por b o que b divide a a. En este caso, a se llama multiplo 
de b y b se llama divisor de a. El hecho de que b divide a a 
ie escribe asi: b \ a. 

Subsisten los dos teoremas siguientes: 
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1. Si a es multiplo de m y m es multiplo de b, a es multi- 
ple) de b. . 

En efecto, de a = a^m, m = mi b se deduce que a = 
= a t mib, dondeaimi es entero. Esto demuestra el teorema. 

2. Si en una igualdad de la forma £ + /+... + « = 
— P f </+•••+ s > respecto de todos los terminos, a excepcion 
de uno cualquiera de ellos, se sabe que son multiplos de b, enton- 
ces este termino tambien es multiplo de b. 

En efecto, sea k tal termino. Se tiene 

l — lib, . .., n = nib, p—-pib, q — q t b, = 
k — p + q+ ...+s — t — — n = 

— (Pi 4 <7i + • • • + Si — /j — ... — /q) b. 

Esto demuestra el teorema. 

c. En el caso general, que incluye particularmente el-caso en 
que a es divisible por b, se tiene el teorema: 

Todo entero a se expresa de un modo unico mediante tin entero 
posit ivo b en la forma 

a = bq + r; 0 < r < b. 

En efecto, se obtiene una expresion de a en tal forma tomando 
bq igual al maximo multiplo del numero b que no es superior 
a a. Suponiendo que tambien a --- bq { -f r u 0 r, < b, 
resulta 0 = b (q — q x ) -1- r — r 2 , de donde se deduce 
(2, b) que r — es multiplo de b. Pero en virtud de | r — r 4 1 < 
< b, lo ultimo es posible solamente si r — r t = 0, es decir, 
si r = r u de donde se deduce tambien que q = q t . 

El numero q se llama cociente incompleto y el numero r, residuo 
o resto de la division de a por b. 

Ejemplo. Sea b = 14. Se tiene 

177 = 14-12 + 9 ; 0 < 9 < 14 , 

— 64 = 14 -( — 5 ) + 6 ; 0 < 6 < 14 , 

154 = 14 - 11 + 0 ; 0 = 0 < 14 . 
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§2.Mdximo a. A continuacion consideraremos solo los 
comun divisores positivos de los numeros. Todo 

divisor entero que divide simultaneamente a los 

enteros a, b, . . ., /, se llama divisor comun de los mismos. 
El mayor de los divisores comunes se llama maximo comun 
divisor y se designa con la notacion (a, b, /). Como la 
cantidad de divisores comunes es finita, la existencia del 
maximo comun divisor es evidente. Si (a, b, ... /) = 1, 
a, b, . . ., I se llaman primos entre si. Si cada uno de los 
numeros a, b, es primo con cada uno de los demas, 

a, b, . . ., I se llaman primos entre si dos a dos. Es obvio que los 
numeros primos entre si dos a dos son tambien primos entre 
si; en el caso de dos numeros los conceptos de «primos entre 
si dos a dos» y «primos entre si» coinciden. 

Ejemplos. Como (6, 10, 15) = 1, los numeros 6, 10, 15 son 
primos entre si. Como (8, 13) = (8, 21) = (13, 21) = 1, los 
numeros 8, 13, 21 son primos entre si dos a dos. 

b. Ocupemonos primero de los divisores comunes de dos 
numeros. 

1. Si a es multiplo de b, el conjunto de los divisores comunes de 
los numeros a y b coincide con el conjunto de los divisores del 
solo ndmero b; en particular, (a, b) = b. 

En efecto, todo divisor comun de los numeros a y b es un 
divisor de b. Reciprocamente, siendo a multiplo de b, todo 
divisor del numero 6 (1, b, § 1) es tambien un divisor del 
numero a, es decir, es un divisor comun de los numeros b y a. 
Por lo tanto, el conjunto de los divisores comunes de los 
numeros a y b coincide con el conjunto de los divisores del 
solo numero b. Y como el maximo divisor del numero b es el 
mismo b, resulta (a, b) — b. 

2. Si a — bq -j- c, 

entoncesel conjunto de los divisores comunes de los numeros a y b 
coincide con el conjunto de los divisores comunes de los numeros 
b y c; en particular, (a, b) — ( b , c). 
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En efecto, la igualdad escrita mas arriba muestra que todo 
comun divisor de los numeros a y b divide tambien a c (2, b, 
§ I) y, por consiguiente es un comun divisor de los numeros 
bye. Reciprocamente, la misma igualdad muestra que todo 
comun divisor de los numeros b y c divide a a y, por consiguien- 
te, es un comun divisor de los numeros a y b. Por lo tanto, 
los divisores comunes de los numeros ay b son los mismos que 
los divisores comunes de los numeros b y c; en particular, 
tienen que coincidir tambien los mayores de estos divisores, 
es decir, (a, b) — (b, c). 

c. Para buscar el maximo comun divisor, asi como para dedu- 
cir sus propiedades principales, se emplea el algoritmo de 
Euclides. Este ultimo consiste en lo siguiente. Sean a y b 
enteros positivos. Segun c, § 1, hallamos la serie de igual- 
dades: 

a — bq t 4- r 2 , 0 < r 2 < b, 

b = r 2 q 2 + r 3 , 0 < r 3 < r 2 , 

r 2 — r 3 q 3 -j- r 4 , 0 <r 4 <Cr 3 , 



r n -2 = r n -iq n -i e n , 0 <C r n r n _ j, 

r n-i = r nqn j 

que termina cuando se obtiene cierto r n + 1 = 0. Esto ultimo 
es indispensable, puesto que la sucesion b, r 2 , r 3 , .... como 
sucesion de enteros decrecientes, no puede contener mas 
de b positivos. 

d. Examinando las igualdades (1) de arriba a abajo, nos 
convencemos (b) de que los divisores comunes de los numeros 
a y b son iguales a los divisores comunes de los numeros 
b y r 2 , luego son iguales a los divisores comunes de los 
numeros r 2 y r 3 , de los numeros r 3 y r 4 , . . ., de los numeros 
T n y r n , finalmente, a los divisores del solo numero r„. 
A la vez, se tiene 

(a, b)~-{b, r 2 ) — (r 2 , r 3 )~ . . . = (r n _i, r n ) — r n . 
Obtenemos los siguientes resultados. 
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1. El con junto de los divisores comunes de los numeros a y b 
coincide con el conjunto de los divisores de su m&ximo comun 
divisor. 

2. Este maximo comun divisor es igual a r n es decir, es 
igual al ultimo resto del algoritmo de Euclides, distinto de cero. 
Ejemplo. Apliquemos el algoritmo de Euclides para averi- 
guar (525, 231). Hallamos (los calculos auxiliares se exponen 
a la izquierda) 

231 525 = 231.2 + 63, 

2 231=63-3+42, 

63 = 42-1+21, 

42 = 21-2. 

1 


Aqul el ultimo resto positivo es r 4 = 21. Por lo tanto, 
(525, 231) = 21. 

e. 1. Designando con la letra m cualquier entero positivo, se 
tiene (am, bm) = (a, b) m. 

2. Designando con la letra 6 cualquier divisor comun de los 
numeros a y b, se tiene (y, ---= ; en particular, se 

tiene ( \ed ~H) 1 J a ~ b) ) ~ es decir, los cocientes de la divi- 
sion de dos numeros por su maximo comun divisor son nume- 
ros primos entre si. 

En efecto, multipliquemos las relaciones (1) termino a ter- 
mino por m. Obtendremos nuevas relaciones, donde en lugar 
de a, b, r 2 , .. ., r n figuraran am, bm, r 2 m, ... r n m. Por esto, 
(am, bm) — r n m, y por lo tanto, el aserto 1 es cierto. 
Aplicando el aserto 1, hallamos 



de donde se deduce el aserto 2. 

2—1030 




IS CAPITULO 1 TEORIA DE LA DIVIS! BI LI DAD 


f. 1. Si (a, b) — 1, se tiene ( ac , b) — (c, b). 

En efecto, (ac, b) divide & acy bey, por consiguiente, (1, d), 
tambien divide a (ac, be), igual a c, debido a 1, e; pero (ac, b) 
divide a b, por lo cual tambien divide a (c, b). Reciprocamente, 
(c, b) divide a ac y b, por lo cual tambien divide a (ac, b). 
Por lo tanto, (ac, b) y (c, b) se dividen mutuamente y, por 
consiguiente, son iguales entre si. 

2. Si (a, b) — 1 y ac es divisible por b, entonces c es divisible 
por b. 

En efecto, de (a, b) = 1 y de 1 se deduce que (ac, b) = (c, b), 
y de la divisibilidad de ac por b y de 1, b se deduce que 
(ac, b) — b. Por esto (c, b) — b y, por -consiguiente, c es divi- 
sible por b. 

3. Si coda uno de los numeros a u a 2 , . . ., a m es primo con 
coda uno de los numeros b it b 2 , . . ., b n , el producto a t a 2 . . . a m 
es primo con el producto b t b 2 . . . b n . 

En efecto, (teorema 1), se tiene 

(ayi 2 a 2 . . . a m , 6&) — (u 2 a 2 . , , a m , bk) — 

— (^3 • • • Ami bk) — • • • — (flim bk) = 1| 

y haciendo luego para abreviar ayi 2 . . . a m — A, hallamos del 
mismo mo do 

(6,6 2 6 3 . . . b n . A) = (b 2 b 3 ...b n . A) = 

= (b 2 ... bn, A) “ . * • = (bn, A) — 1 • 

g. El problema de la averiguacion del maximo comun divisor 
de mas de dos numeros se reduce al mismo para dos numeros. 
Preeisando, para hallar el maximo comtin divisor de los 
numeros a u a 2 , . . ., a n , formamos la sucesion de numeros: 

(fli, a 2 ) = d 2 , (d 2 , a 3 ) — d 3 , (d 3 , a<) — d±, 

• • •> (dn-t, ^n) = d n - 

El numero d n sera el maximo comun divisor de todos los 
numeros dados. 

En efecto, (I, d), los divisores comunes de los numeros ai y a 2 
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coinciden con Ios divisores de d 2 ; por esto, los divisores comu- 
nes de los numeros a it a 2 y a 3 coinciden con los divisores 
comunes de los numeros d 2 y a 3 , es decir, coinciden con los 
divisores de d 3 . Luego nos convencemos de que los divisores 
comunes de los numeros a t , a 2 , a 3 , a t coinciden con los divi- 
sores de d it etc., y, finalmente que los divisores comunes de 
los numeros a u a 2 , . . ., a n coinciden con los divisores de d n . 
Y como el mayor divisor de d n es el mismo d n , este sera el ma- 

ximo comun divisor de los numeros a u a 2 a n . 

Examinando la demostracion expuesta nos convencemos de 
que el teorema 1 , d subsiste tambien para mas de dos numeros. 
Subsisten tambien los teoremas 1, e y 2, e, puesto que al 
multipilicar por m o al dividir por 6 todos los numeros a u 
a 2 , . . ., a n tambien se multiplican por m o se dividen por 6 
todos los numeros d 2 , d 3 , . . ., d n . 


§ 3. Minirno 
comun 
multi plo 


a. Todo entero que es un multiplo de todos 
los numeros dados se llama multiplo comun 
de los mismos. El menor multiplo comun 
positivo se llama minirno comun multiplo. 
b. Ocupemonos primero del minirno comtin multiplo de dos 
numeros. Sea M algun multiplo comun de los enteros a y b. 
Como este es multiplo de a, se tiene M = ak, donde k es en- 
tero. Pero M tambien es multiplo de b, por lo cual tambien 
tiene que ser entero 


ak_ 
b ’ 


el cual, haciendo (a, b) = d, a = a t d, b = bid, se puede expresar 
en la forma donde (a t , bi)— 1 (2, e, §2). Por esto 

(2, f, §2), k tiene que ser divisible por b u k = bit — ~t, 
donde t es entero. De aqui que 


M = 


ab 

d 


t. 


2 * 
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Reeiprocamente, es evidente que cualquier M de esta forma 
es multiplo tanto de a como de b, y, por consiguiente, esta 
forma proporciona todos los multiplos comunes de los nume- 
ros a y b. 

El menor positivo de estos multiplos, es decir, el minimo 
comun multiplo, se obtiene para t = 1. Este es 



Introduciendo m, la formula obtenida para M se puede escri- 
bir asl: 

M = mt. 

La ultima y penultima igualdades dan lugar a los teoremas: 

1. El conjunto de los multiplos comunes de dos numeros coin- 
cide con el conjunto de los multiplos de su minimo comun mul- 
tiplo. 

2. Este minimo comun multiplo de dos numeros es igual a su 
producto, dividido por su maximo comun divisor. 

c. Supongamos que se necesita hallar el minimo comun multi- 
plo de .mas de dos numeros a 1( a 2 , .... a„. Designando en 
general con la notacion [a, 61 el minimo comun multiplo de los 
numeros a y b, formemos la sucesion de numeros: 

la u a 2 l = m 2 , lm 2 , a 3 ] = m 3 , . : ., lm n a n \ = m n . 

El numero m n obtenido de este modo sera el minimo comun 
multiplo de todos los numeros dados. 

En efecto, (1, b), los multiplos comunes de los ntimeros y a 2 
coinciden con los multiplos de m 2 , por lo cual los multiplos 
comunes de los numeros a it a 2 , y a 3 coinciden con los multi- 
plos comunes de m 2 y a 3 , es decir, coinciden con los multiplos 
de m 3 . Luego nos convencemos de que los multiplos comunes 
de los numeros a u a 2 , a 3 , a k coinciden con los multiplos de m 4 , 
etc., y, finalmente, de que los multiplos comunes de los nume- 
ros a u a 2 , . . ., a n coinciden con los multiplos de m n , y como 
el menor multiplo positivo de m n es el mismo ntn, este 
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es el minimo comun multiplo de los numeros a lt 

@2., • • •> O n . 

Examinando la demostracion expuesta, vemos que el teore- 
ma l, b subsiste tambien para mas de dos numeros. Ademas, 
nos convencemos de quese verifica el siguiente teorema: 

El minimo comun multiplo de numeros que son primos dos 
a dos es igual al producto de los mismos. 


§ 4. Relacidn 
del algorltmo 
de Euclides con 
las fracclones 
continuas 


a. Sea a cualquier numero real. Desig- 
nemos con la letra qi el mayor entero que 
no supera a a. Si a no es entero, se tiene 

a = <7t + 7r I a 2> !• 


Exactamente igual, si a 2) . . ., a s _i no son enteros, se 
tiene 

«2 = 92 + 4 -; « 3 > 1 ; 


a *-1 = 7,-! + 4-; a s > 1, 
a s 

en virtud de lo cual obtenemos el siguiente desarrollo de a 
en fraction continual 




?2 + 


1 

^3+ • 


1 


^ 3-1 + 


* 

<*S 


0 ) 


b. Si a es irracional, todos los numeros a, son irracionales 
(si a, fuese racional, en virtud de (1), resultana tambien a ra- 
cional) y el proceso indicado puede prolongarse indefini- 
damente. 

Si a es racional y, por consiguiente, puede expresarse por 
una fraccion racional irreducible con denominador positivo: 
a = y , el proceso indicado sera finito y puede efectuarse me> 
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diante el algoritmo de Euclides. En efecto se tiene: 
a = bq t + r 2 ; y = -f -i- , 

*7 

• b = r 2 q 2 -\-r 3 ; ±.= q 2 +- L, 

~r* 


r n - 2 — r 


r n-1 — ^ 

a 

b 


r n - 2 
r n-l 


r n-i 
r n 


: (]n~\ ' 


z Qm 


r a~l 
''n 


a 1 

T — 


92 + 


1 


93+ • 1 

• • + 


9n 


c. Los numeros <7 1( q z , . . ., que figuran en el desarrollo del 
numero a en fraccion continua, se llaman cocientes incompletos 
(en caso de a racional, segun b, estos son los cocientes incom- 
pletos de las divisiones sucesivas del algoritmo de Euclides), 
las fracciones 


b 2 = <7i + 


92 


^3 = <7i + ■ 


92 + 


93 


se llaman reducidas. 

d. Facilmente se halla una ley muy simple de formadon 
de las reducidas, observando que 6,(s> 1) se obtiene de 8,_, 

sustituyendo los numeros q s -i por q»_ 1 + -^- en la expresion 

literal 8 s _j. En efecto, haciendo para unificar P 0 — 1, Q 0 = 0> 
podemos representar sucesivamente las fracciones reducidas 

en la forma siguiente ^aqui se escribe la igualdad -g - q7 
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para designar A con la notacion P 8 y B con la notacion Q* j : 


Q\ _ 

1 

Qi + 


Q\ 

Qz 


QzQl + 1 <? 2^1 + *0 


1 < 72*1 + 0 

( fa + ~ ft ) p<+f>0 

( < 72 + ' ir ) 91 + 90 


9zQi + Qo 

<hP 2 + Pi _ ^3 
< 73^2 + *?3 


^2 
<?2 ’ 


etc, y, en general, 

S QsP S-l ~t~ P_ 8—2 __ P» 

QsQs-l T" Qs-2 Qs 

Por lo tanto, los numeradores y denominadores de las frac- 
ciones reducidas los podemos calcular sucesivamente por las 
formulas 

Ps = qsPs-i + Ps- 2 , 1 
Qs — QsQs- 1 "h Qs-2* / 

Es util realizar estos calculos segun el esquema siguiente 
(las ultimas dos columnas se escriben solamente en el caso en 
que a es una fraccion irreducible con el denominador posi- 
tive: a = y): 


Qs 


Q i 

Q 2 

... 


Qs--- 


Qn 

p. 

1 

<7i 

Pi 

... P S- 2 

Vi 

Ps... 

Pn-i 

a 

Qs 

0 

1 

Qz 

B9 


Qs-.. 

Qn-i 

b 
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105 


Ejemplo. Desarroriemos en fraccion continua el numero 3g 
Aqui 





105 38 




76 2 



38 

29 



29 

1 


29 

9 



27 

3 


9 

2 



8 

4 



2 

1 




2 

2 





105 

38 


— 2 + 


1 + 


4 + - 


» 


Por esto, el esquema indicado anteriormente da: 


Is 


2 

1 

3 

4 

2 

Ps 

1 

2 

3 

11 

47 

105 

Qs 

0 

i 

1 

4 

17 

38 


e. Examinemos la diferencia 6 S — 5 s _i de dos fracciones 
reducidas consecutivas. Para s > 1 hallamos 


donde h a = P a Q s - 1 — Q a P$-u poniendo en lugar de P s y Q s 
sus expresiones (2) y haciendo las simplificaciones evidentes, 
obtenemos fi a = — h 3 . 4 . Esto ultimo, junto con h t — qi-0 — 
— 1*1 = —1 da h a = ( — 1)’. Asl, pues, 

PsQ'-i - QsPs-i = ( - l) s (s > 0), (3) 

(s > 1 ) . (4) 

VSVS-i 

Ejemplo. En la tabla del ejemplo expuesto en d, se tiene 
105-17— 38-47 = (— l) 6 = —1, 
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f. De (3) se deduce que (P„ Q,) divide a (—1)* = ± 1 (2, b, 

p 

§ 1). Por esto (P„ Q,) = 1, es decir, las fracciones reducidas 

Vs 

son irreducibles. 

g. Supongamos que s> 2 y que 6, no es igual a a. Las 
expresiones para 6*_, y para 6 S se obtienen facilmente de la 

expresion (1) para a: la primera, sustituyendo — por cero, 
la segunda, sustituyendo — por el numero — . Pero de las 

oc s 4s 

igualdades indicadas en a para a 8 _„ . a 2 , a, facilmente 
comprobamos que 

al hacer al hacer 

la primera la segunda 

sustituci6n sust!tuci6n 


a s -i disminuye, 
a s - 2 aumenta, 
a$_3 disminuye, 


a s -i aumenta, 
a 5 - 2 disminuye, 
a g _3 aumenta, 


y que, finalmente, al hacer una de dichas sustituciones a 
disminuye, y al hacer la otra a aumenta. Esto ultimo muestra 
que uno de los numeros 8^ y 6 S es menor que a, y el otro 
es mayor que a, y que, por lo tanto, a esta comprendido entre 

y 6«- 

h. Se tiene 

|a - Vil< <sb- 

En efecto, si 8 S = a este aserto se deduce (con el signo de 
igualdad) de (4). Si 6 S no es igual a a, se deduce (con el signo 
de desigualdad) de g y de (4). 

§5. NUmeros a. El numero 1 solo tiene un divisor 

prlmos positivo, precisamente 1. En este sentido 

el numero 1 en la sucesion de numeros naturales, es parti- 
cular. 

Todo entero mayor que 1 tiene al menos dos divisores, pre- 
cisamente 1 y el mismo; si con estos divisores se agotan todos 
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los divisores positivos del numero entero, estese llama primo. 
Un entero mayor que 1 , que tenga ademas de 1 y de si mismo 
otros divisores positivos, se llama compuesto. 

b. El divisor menor, distinto de la unidad, de un entero mayor 
que la unidad, es un numero primo. 

En efecto, sea q el divisor menor, distinto de la unidad, de 
un entero a > 1 . Si q fuese compuesto tendria un divisor q t 
con la condicion 1 < q t < q\ pero el numero a, siendo divi- 
sible por q, tendria que ser divisible tambien por q t (I, b, 
§ 1), y esto contradice a la hipotesis respecto del nume- 
ro q. 

c. El divisor menor, distinto de la unidad, de un numero 
compuesto a (segun b, nerve que ser primo) no es superior 
a V a. 

En efecto, sea q este divisor, entonces a = qa t , a t ^ q, de 
donde, multiplicando y simplificando por a u obtenemos 
a ^ q 2 , <7 ^ j/a. 

d. La cantidad de numeros primos es infinita. 

La validez de este teorema se deduce de que, cualesquiera 
que sean los ndmeros primos distintos p u p 2 , . . ., p fe , 
se puede obtener un numero primo nuevo que no esta com- 
prendido entre ellos. Tal es el divisor primo de la suma 
Pt Pz ■ ■ ■ Pk + h el cual, dividiendo a toda la suma, no 
puede coincidir con ninguno de los primos p u p 2 , . . . 
• • - Pk (2, b, § 1). 

e. Para formar la tabla de numeros primos que no superan 
a un numero dado N, existe un metodo sencilio, denominado 
criba de Eratostenes. Este consiste en lo siguiente. 
Escribamos los numeros 

1 , 2, . . ., N. ( 1 ) 

El primer numero de esta sucesion que es mayor que la unidad 
es el 2; este solo es divisible por l y por si mismo y, por con- 
siguiente, es primo, 
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Borremos de la sucesion (1) (como compuestos) todos los 
numeros que son multiples' de 2, a excepcion del mismo 2. 
El primer numero no borrado que le sucede al 2 es el 3; este 
no es divisible por 2 (pues en caso contrario estaria borrado), 
por lo cual 3 solo es divisible por 1 y por si mismo y, por 
consiguiente, es primo. 

Borramos de la sucesion (1) todos los numeros que son mul- 
tiples de 3, a excepcion del mismo 3. El primer numero no 
borrado que le sucede al 3 es el 5; este no es divisible por 2 ni 
por 3 (pues en caso contrario estaria borrado). Por consi- 
guiente, 5 solo es divisible por l y por si mismo, por lo cual, 
tambien es primo. Etc. 

Cuando se hayan borrado del modo indicado todos los nume- 
ros que son multiplos de los numeros primos menores que 
un numero primo p, todos los numeros no borrados, menores 
que p 2 , seran primos. En efecto, cualquier numero compues- 
to a, menor que p 2 , ya esta borrado, por ser multiplo de su 
divisor primo menor , el cual ^ V a < p. De aqui se deduce 
que: 

1. A l comenzar a borrar los multiplos de un numero primo p, 
hay que empezar a borrar desde p 2 . 

2. La formacion de la tab la de numeros primos ^ N se termina 
en cuanto se hayan borrado todos los numeros compuestos que 
son multiplos de los numeros primos que no son super iores 
a VY. 


§ 6. Unicidad 
de la 

descomposicion 
en f adores 
primos 


a. Todo entero a, o es primo con un numero 
primo dado p, o es divisible por p. 

En efecto, (a, p), siendo un divisor de p, 
puede ser igual a 1 o a p. En el primer 
caso a es primo con p, en el segundo a 


es divisible por p. 

b. Si el producto de varios factores es divisible por p, al menos 
uno de los factores es divisible por p. 
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En efecto, (a), cada factor es primo con p o es divisible por p. 
Si todos los factores fuesen primos con p, su producto (3, f, 
§ 2) seria primo con p; por esto, al menos uno de los factores 
es divisible por p. 

c. Todo entero, mayor que la unidad, se descompone en un 
producto de factores primos y, ademas, de modo unico, si no 
se tiene en cuenta el orden de los factores. 

En efecto, sea a un entero, mayor que la unidad; designando 
con la letra pi su divisor primo menor, se tiene a — p ia t . 
Si a t > 1 , designando con la letra p 2 su divisor primo menor, 
se tiene = pja 2 . Si a 2 > 1, de un modo semejante se obtie- 
ne a 2 = p& 3 , etc, y asi hasta que se llegue a obtener un 
numero a n igual a la unidad. Entonces a n _ i = p n . Multi- 
plicando todas las igualdades obtenidas y efectuando la sim- 
plificacion, resulta la siguiente descomposicion del numero 
a en factores primos: 

a — pip 2 . . . p„. 

Supongamos que para el mismo numero a existe tambien una 
segunda descomposicion en factores primos a — qiq 2 . . . 
. . . q,. Entonces 

PiPz • • • Pn = QiQz • • • Qf 

El segundo miembro de esta igualdad es divisible por q v 
Por lo tanto (b), al menos uno de los factores del primer 
miembro tiene que ser divisible por q t . Supongamos, por 
ejemplo, que pi es divisible por q t (el orden de numeracion 
de los factores esta a cargo nuestro); entonces p t = 
— q t (p t ademas de 1 es divisible por pi). SimpHficando ambos 
miembros de la igualdad por pj = q u se tiene p 2 p 3 . . . p„ = 
= q 2 q 3 . . . q s . Repitiendo el razonamiento anterior para 
esta igualdad, obtenemos p 3 . . . p„ = q 3 . . . q s , etc. Con- 
tinuamos asi hasta que al fin y al cabo en un miembro de la 
igualdad, por ejemplo, en el primero, se simplifiquen todos 
los factores. Pero simultaneamente tienen que simplificarse 
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tambien todos los factores del segundo miembro, puesto 
que la igualdad 1 = q n+i . . . q, siendo q n+l , . . ., q, supe- 
riores a 1, es imposible. 

Por lo tanto, la segunda descomposicion en factores primos 
es identica a la primera. 

d. En la descomposicion del numero a en factores primos 
algunos de ellos pueden repetirse. Designando con las letras 
Pi, Pz, • • •, Ph los primos distintos que figuran en dicha 

descomposicion y con las letras a lf a 2 a h sus ordenes 

de multiplicidad en a, obtenemos la llamada descomposicion 
canonica del numero a en factores : 

a = 

Ejemplo. La descomposicion canonica del numero 588 000 es: 
588 000 = 2 6 • 3 • 5 s • 7 2 . 

e. Sea a -- p^p* 2 • • • P^ k la descomposicion canonica del 
numero a. Entonces todos los divisor es de a son todos los 
numeros de la forma 

d = P*t l pl 2 (1) 

0<p 2 <a 2 , .... 0<p h <a h . 

En efecto, supongamos que d divide a a. Entonces (b, § 1) 
a — dq y, por consiguiente, todos los divisores primos de d 
figuran en la descomposicion canonica de a con exponentes 
no menores que los exponentes con que ellos mismos figuran 
en la descomposicion canonica de d. Por esto d tiene la for- 
ma (1). 

Reciprocamente, todo numero d de la forma (1) es, eviden- 
temente, un divisor de a. 

Ejemplo. Se obtienen todos los divisores del numero 720 = 
= 2 4 -3 a -5 haciendo recorrer en la expresion 2P‘3P 2 5^ a 
Pi. P2. P3. independientemente unos de otros, los valores 
Pi = 0, 1, 2, .3, 4 ; p 2 = 0, 1, 2; p 3 — 0, 1. Por esto, los 
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divisores indicados son: 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 
9, 18, 36, 72, 144 , 5, 10, 20, 40, 80, 15, 30, 60, 120, 240, 
45, 90, 180, 360, 720. 

Preguntas referentes al capitulo / 

1. Sean a y b enteros, no simultaneamente iguales a cero, 
y sea d — ax 0 + by 0 el numero positivo menor de la forma 
ax + by (x e y son enteros). Demostrar que d = (a, b). 
Deducir de aqul el teorema 1, d, § 2 y los teoremas e, § 2. 
Generalizar estos resultados, considerando los numeros de 
la forma ax + by + ... +/«• 

2. Demostrar que la fraccion reducida 8 S representa al nume- 
ro a con mas exactitud que cualquier fraccion irreducible 
k 

-j que cumpla la condicidn 0 < / < Q s . 

3. Supongamos que el numero real a se ha desarrollado en 
una fraccion continua; sea N un entero positivo, £ el numero 
de sus cifras decimales y n el entero mayor que cumple la 
condition Q„ ^ N. Demostrar que n ^ bk + 1. Para la 
demostracion se deben comparar las expresiones para Q 2 , 
Q 3 , Qi, . . Q n con las que estos tendrian si todos los q s 
fuesen iguales a 1, y comparar luego con los numeros 1, 

| 2 , . . I” -1 , donde | es la raiz positiva de la ecuacion 

V = l + I- 

4 . Sea 1 . Una sucesion de fracciones racionales irredu- 
cibles, dispuestas en orden de crecimiento, con denominado- 
res positivos no superiores a t, se llama sucesion de Farey 
correspondiente a x. 

a. Demostrar que la parte de la sucesion de Farey corres- 
pondiente a t, que contiene fracciones a con la condi- 
tion 0< a <1, puede obtenerse del modo siguiente: escri- 

bimos las fracciones y, -j-. Si 2 <x, entonces entre estas 
fracciones introducimos tambien la fraccion y - j - ? - — 4-» 
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despues, en la sucesion obtenida y* Y’ T en * re ca( ^ a dos 
fracciones consecutivas ^ y —■ con 6 1 + d,<T introduci- 
mos la fraccion , etc, y asi continuamos siempre que 

esto sea posible. Demostrar previamente que para cualquier 
par de fracciones consecutivas ^ y -j de la sucesion obte- 
nida de este modo, se tiene ad — bc= —1. 

b. Considerando la sucesion de Farey, demostrar el teorema: 
sea t> 1, entonces cualquier nurnero real a se puede expresar 
en la forma 

+ 0<Q<T, (P,Q)= 1, |0|< 1. 

c. Demostrar el teorema de la pregunta b, aplicando g, § 4. 

5. a. Demostrar que hay una cantidad infinita de numeros 
primos de la forma 4 m + 3. 

b. Demostrar que hay una cantidad infinita de numeros pri- 
mos de la forma 6 m + 5. 

6. Demostrar que la cantidad de numeros primos es infinita, 
calculando para ello la cantidad de numeros, no superiores 
a N, en cuyas descomposiciones canonicas no figuran nume- 
ros primos distintos -de p lf p 2 , . . ., p*. 

7. Sea K un nurnero entero positivo. Demostrar que en la 
sucesion de numeros naturales hay un conjunto infinito de 

sucesiones Af, M + 1 Af + K — 1. que no contienen 

numeros primos. 

8. Demostrar que entre los numeros representados por el 

polinomio Oo* n + <*ix n ~ l + . . . + a n , donde n > 0, 
a 0 , ai a n son enteros y a 0 > 0, hay un conjunto infi- 

nito de numeros compuestos. 

9. a. Demostrar que a la ecuacion indeterminada 

x 2 + y 2 = z 2 , x > 0, y > 0, z > 0, ( x , y, z) = 1 (1) 

satisfacen aquellos sistemas x, y, z, y solo aquellos, en los 
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que uno de los niimeros x e y tiene fa forma 2 uv, el otro tiene 
la forma u 2 — o 2 y, finalmente, z tiene la forma u 2 -f o 2 ; 
en este caso u > v > 0, (u, v) — 1; uv es par. 
b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrar que 
la ecuacion x 4 + y* = z 2 es irresoluble en enteros positivos 
x, y, z. 

10 . Demostrar el teorema: si la ecuacion x n a,x n_1 + 

-f . • . +a n = 0. donde n > 0 y a t a n son enteros, 

tiene una raiz racional, esta raiz es un numero entero. 

11. a. Sea n> 1. Demostrar que S 

no es entero. 

b. Sea 5 = 1+1+...+^; n> 0. Demostrar que S 
no es entero. 

12. Sea n entero, n > 0. Demostrar que todos los coefi- 
cientes del desarrollo del binomio de Newton (a + b) n son 
impares cuando, y solo cuando, n tiene la forma 2 h — 1. 


Ejerciclos numtrlcos referentes al capltulo I 


1, a. Aplicando el algoritmo de Euclides, hall ar (6 188* 4 709). 
b. Hallar (81 7i9, 52 003, 33 649, 30 107). 

125 

2, a. Desarrollando el numero a == en fraccion continua y for- 


mando la tabla de fracciones reducidas (d, § 4), hallar: a) 6 4 , P) la 
expresion de a en la forma indicada en la pregunta 4, b, considerando 
t = 20. 


5391 

b. Desarrollando a = en fraccion continua y formando la tabla 
oy/o 


de fracciones reducidas, hallar: a) 6 e , P) la expresion de a en la forma 
indicada en la pregunta 4, b, considerando t = 1 000. 

3. For mar la sucesion de fracciones de Farey (pregunta 4) desdeOhasta 1, 
excluyendo 1, con los denominadores no super iores a 8. 

4. Formar la tabla de numeros primos menores de 100. 

5. a. Hallar la descomposicion canonica def numero 82 798 848. 
b. Hallar la descomposicion canonica del numero 81 057 226 635 000. 



CAPITULO SEGUNDO 


Las funciones mas importantes 
de la teoria de los numeros 


§ 1. Funciones a. En la teoria de los numeros desempena 
M, {*> un papel importante la funcion [jc] ; esta 

se define para todos los valores reales de x y represents el 
entero mayor, no superior a x. Esta funcion se llama parte 
entera de x. 

Ejemplos. 

171 = 7 ; [ 2,61 = 2 ; [- 4,751 = — 5 . 

A veces se considers tambien la funcion {x} = x — Ul. 
Esta funcion se llama parte fraccionaria de x. 

Ejemplos. 

{ 7 } = 0 ; { 2 , 6 } = 0 , 6 ; {- 4 , 75 } = 0 , 25 . 

b. Para mostrar la util idad de las funciones introducidas, 
demostremos el teorema: 

El exponente, con el que un numero primo dado p figura en el 
producto n\, es igual a 

[7M*M*] + -- 

En efecto, el numero de factores en el producto n! que 
son multiplos de p, es igual a , entre ellos, multiplos 

de p z hay [-^-J ; entre estos ultimos, multiplos de p 3 hay 

3—1030 
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etc. La suma de los numeros indicados da precisa- 

mente el exponente buscado, puesto que cada factor en el 
producto n! que sea multiplo de p m , pero no de p™^ 1 , se 
cuenta del modo indicado m veces, como multiplo de p, 
p 2 , P 3 > • • • . y. finalmente, de p m . 

Ejemplo. El exponente con el que el mumero 3 figura en 
el producto 40! es igual a 

§ 2. Santas a. En la teorla de los numeros desempe- 
extendldas nan un p a pel particularmente importante 
a los dlvlsores j as f unc i ones multiplicativas. Una fun- 
e un numero c j^ n g ^ se \\ ama multiplicativa, si se 
cumplen las condiciones siguientes: 

1. La funcion 0 (a) esta definida para todos los enteros positi- 
vos a y no se anula para ningun a de estos. 

2. Para cualesquiera positivos a x y a 2 , printos entre si, se 
tiene 

0 (a,a 2 ) == 0 (a,) 0 (a 2 ). 

Ejemplo. Facilmente se observa que es multiplicativa la 
funcion 0 (a) = a*, donde s es un numero real o complejo 
arbitrario. 

b. De las propiedades indicadas de la funcion 0 (a) se deduce, 
en particular, que 0(1) = 1. En efecto, supongamos que 
0 (a 0 ) no es igual a cero, entonces 0 (n 0 ) = 0(1 *a 0 ) = 
= 0 (1) 0 (a 0 ), es decir, 0 (1) = 1. Ademas, resulta la si- 
guiente propiedad importante: si 0i (a) y 0 2 (a) son funciones 
multiplicativas, entonces 0 O (a) — 0 t (a) 0 2 (a) tambien es 
una funcion multiplicativa. En efecto, se tiene 


0 O (1) = 0,0)02(1) = 1. 
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Ademas, para ( a t , a 2 ) = 1, obtenemos: 
0 O = 01 (01^2) 02 fal^) = 

= 01 ( a \ ) 01 iflil 02 (#l) 02 (02) = 

= 01 (Ql) 02 (^l) 01 (# 2 ) 02 (^ 2 ) = 
—0o (fli) 0o (<*2)- 


c. Sea 0 (a) una funcion multi plicativa y sea a = p^p* 2 . . . 

. . . p^ h la descomposicion canonica del numero a. Desig- 
nando con la notacion 2 la suma, extendida a todos los 

d\a 

divisores d del numero a , se tiene 

2 0 (d) =■ ( 1 + 9 (p { ) 4- 0 (p\) + . . • + 9 (Z 7 ? 1 )) * * • 

d\a 1 n 


...(1 + 0(p*) + 0(^)+ ...+ ©(/>?)) 

(en el caso a — 1 se supone que el segundo miembro es igual 
a 1). 

Para demostrar esta identidad, abramos los parentesis en el 
segundo miembro. Se obtiene una suma de terminos de la 
forma 

0 (^ 1 ) 0 (p\ 2 ) ... 0 (/ 7 ^) = 0 (p\ip\ 2 . . . />£*); 

0<Pi<a t , 0<p 2 <a 2 , ..., 

donde ninguno de tales terminos se omite y no se repite mas 
de una vez; esto es (e, § 6, cap. I), precisamente, lo que 
figura en el primer miembro. 
d. Para 0 (a) = o' la identidad c toma la forma 


i\a 1 1 

...(l + />*+/>2M-... +/£**)• (1) 


En particular, para s — 1 el primer miembro de (1) repre- 
senta la suma de los divisores S (a) del numero a. Simplifi- 
cando el segundo miembro, obtenemos: 


S(a) 


P i 1+, -l 


# +1 -l 


Pi — I p 2 — 1 


Ph— 1 


3* 
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Ejemplo. 

S(720) = S(2-.3'.5) = ^=J.^i.^i = 2418. 

Para s = 0 el primer miembro de (1) representa el numero 
de divisores x (a) del numero a, y se tiene: 

x (a) = (c*! + 1) (a s + 1) . . . (a/, + 1). 

Ejemplo. 

x (720) = (4 + 1) (2 + 1) (1 + 1) = 30. 


§ 3. Funcidn a. La funcidn de Mdbius p (a) se define 
de Mobitts para todos los enteros positivos a. Esta 
se determina por las igualdades: p (a) = 0 si a es divisible 
por un cuadrado distinto de la unidad; p (a) — ( — 1)\ 
si a no es divisible por un cuadrado distinto de la unidad, 
donde k denota el numero de divisores primos del numero a ; 
en particular, para a = 1 se considera k = 0, por lo cual 
admitimos que p (1) = 1. 

Ejemplos. 

p(l)=l, p(5)=-l, p(9) = 0, 


P (2) = — 1 > p(6)=l, p (10) = 1, 

p(3)= — 1, p (7) = — 1, p(ll)=-l, 

p (4) = 0, p (8) = 0, p(12) = 0. 


b. Sea 0(a) una funcidn multi plicativa y sea 


a = 

la descomposicidn canonica del ndmero a. Entonces 
S p(d) 0(d) = (1-0 (, Pi )) (1-0 (p 2 )) . . . ( 1 - 0 (Pft)). 

d\a 

(En el caso a = 1 se supone que el segundo miembro es igual 
a 1). 

En efecto, la funcion p (a), evidentemente, es multiplicativa. 
Por esto, es multiplicativa tambien la funcion 0i (a) = 
= p (a) 0 (a). Aplicando a esta ultima la identidad c, § 2 
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y teniendo en cuenta que 0! (p) = —0 (p);. Q i (p*) = 0 para 
s > 1, nos convencemos de que el teorema es justo. 
c. En particular, haciendo 0 (a) = 1, de b obtenemos 


Haciendo 0(d) = ^- t resulta 


0, 

1, 


si a>l, 
si a — 1 . 


2^=1 f 1 Pi) 

[ 1, 

d. Supongamos que a los enteros positivos 


si a > 1 , 
si a — 1 . 


6 = 6 1( 6 2 , . . 8 n 

les correspondeti cualesquiera valores reales o complejos f — 
= fu f 2 » • • f n • Entonces, designando con la notacion S' 
la suma de los valores f que corresponden a los valores iguales 
a 1, y con la notacidn S d la suma de los valores f que corresponden 
a los valores 8 que son multiples de d, se tiene 


S'=2n(d)S d , 

donde d recorre todos los numeros enteros positivos que divide n 
al menos un valor 8. 

En efecto, en virtud de c, se tiene 


S' — fi 2 P(d) + f 2 2 H (d)+ . . . +f n 2 Pid). 

d\6l d\d 2 d\6 n 

Reuniendo todos los terminos con un mismo valor de d y sa- 
cando fuera de parentesis p (d), obtendremos entre parentesis 
la suma de aquellos numeros f , y solo aquellos, cuyos 8 co- 
rrespondientes son multiplos de d, y esto es precisamente S d . 


§ 4 • Funcidrt a. La funcidn de Euler <p (a) se define 

de Euler p ara todos los enteros positivos a y repre- 

senta la cantidad de numeros de la sucesion 
0, 1, .... a — 1 
que son primos con a. 


(1) 
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Ejemplos. 

<p(l)=l, <p (4)~2, 
q»(2)=l, q»(5) = 4, 

«p (3) = 2, <p (6) == 2. 

b. Sea 

a = (2) 

la descomposicioti canonica del numero a. Ettionces 

»(«)“« (| -i) (i < 3 > 

o tambien 

<p(a) = (p“ 1 -p“i- 1 )(p“*-p“* _1 ) • • • iPh h ~ Ph k ~ l )> < 4 ) 

en particular, 

cp (p a ) = p a -p°“\ cp(p) = p-l. (5) 

En efecto, apliquemos el teorema d, § 3. En este caso, los 
numeros 6 h y los numeros f h los definimos asi: Supongamos 
que k recorre los numeros de la sucesion (1). Hagamos 6 h = 
= (k, a) y a cada valor f> k le ponemos en correspondencia el 
numero f h — 1. 

Entonces S' sera igual al ntimero de valores de 6 h = {k, a) 
que son iguales a 1, es decir, sera igual a <p (a), mientras que 
S d sera igual al numero de valores de 8 ft = (k, a) que son 
multiplos de d. Pero (k, a) puede ser multiplo de d solamente 
bajo la condicion de que d sea un divisor de a. Cumpliendose 
esta condicion, Sd sera igual al numero de valores de k que 

son miiltiplos ded, es decir, sera igual a-j • Asi, pues, resulta 

<P(a)=2 P( d )-T’ 

d\a 

de donde, en virtud de c, § 3, se deduce la formula (3), y 
de esta ultima, en virtud de (2), se deduce la formula (4), 
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Ejemplos. 

ip(60) — 60 (l — 4‘){l— t)(i— t)“! 6 ; 
cp (81) =81 — 27 = 54; 

<p (5) = 5 - 1 = 4. 

c. La funcion cp (a) es multiplicativa. 

En efecto, para (a t , a 2 ) = 1 de b, evidentemente, se deduce 

que 

<P (aia 2 ) = <p (at) cp (a 2 ). 

Ejemplo. «p (405) = cp (81) <p (5) = 54-4 = 216. 

d. 2 <P(d) = a. 

d\a 

Para verificar esta formula, aplicamos la identidad c, § 2, 
la cual para 0 (a) = <p (a) da 

2 <p(d) = (l-|-<p(p 1 )-f <p(pj)+ • •• +<P (/>?>)).. . 

d\a 1 

••• (1 + ?(/>*) + ?(;>*) + • • • +<P (/£*))• 

En virtud de (5) el segundo miembro se escribe asi: 

( 1 + ( Pi - 1 ) + (/>?-/>,) 4 - ... + (pT - pf - ')) . . . 

... 0 + (ph — 1 ) + ( Ph — Ph) + • • • + ( Ph h — Pk k )). 
lo cual, despues de reducir los terminos semejantes en cada 
parentesis grande, resulta ser igual a pf 1 p£ 2 . . . = a. 

Ejemplo. Haciendo a = 12, hallamos 

cp (1) + tp (2) + cp (3) + cp (4) + <p (6) + <p (12) = 

= l + l+2 + 2 + 2 + 4 — 12. 

Pregantas referentes al capttulo // 

1, a. Supongamos que en el intervalo Q ^ x ^ R la funcion 
f (x) es continua y no negativa. Demostrar que la suma 

2 [/<*>! 

QCx^R 
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expresa el numero de puntos enteros (puntos de coordenadas 
enteras) de la region plana: Q < x ^ R, 0 <. y (x). 

b. Sean P y Q numeros positivos impares, primos entre si. 
Demostrar que 

2 [f0 + 2 1 ' 

Q P 

0<x<-f °<v<Y 

c. Supongamos que r> 0 y sea T el numero de puntos 
enteros que hay en la region x 2 -\-y 2 ^Cr 2 . Demostrar que 

T — 1 + 4 [r] + 8 2 

0< ^F! 

d. Supongamos que n > 0 y sea T el numero de puntos 
enteros que hay en la region x>0, y> 0, xy^Cn. Demos- 
trar^que 

T = 2 S 

e. Consideremos un poligono, cuyos vertices son puntos ente- 
ros y cuyo contorno no se corta consigo mismo y no es tangente 
a si mismo. Sea S el area del poligono y T— 2 8 — 1, donde 
la sumacion se extiende a todos los puntos enteros que estan 
situados en el interior del poligono y en su contorno, siendo 
8 = 1 para los puntos interiores y 8 = 0,5 para los puntos 
del contorno. Demostrar que T — S. 

2. Supongamos que n > 0, m es entero, m > 1 y x recorre 
los numeros enteros positivos que no son divisibles por la 
/n-esima potencia de un entero superior a 1 . Demostrar 
que 
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3. Supongamos que los numeros positivos a y p son 
tales que 

[a*]; x= 1, 2, Ifly]; y= 1,2,... 

forman conjuntamente todos los numeros de la sucesion 
natural sin repeticiones. Demostrar que esto se cumple 
cuando, y solo cuando, a es irracional y 


4, a. Sea [xl ^ 1, t = It] y sean x it x 2 , . . ., x ( los nume- 
ros 1, 2, /, dispuestos en tal orden que los numeros 

0, {axi}, {a x 2 ), ...,{ax t }, 1 

no decrezcan. Demostrar el teorema de la pregunta 4, b, 
cap. I, considerando las diferencias de los numeros conse- 
cutivos de la ultima sucesion. 

b. Sean x u x 2 , .... x h numeros reales, cada uno de los 
cuales no es menor que 1; supongamos que aj, a 2 , . . ., a h 
son reales. Demostrar que existen unos numeros enteros 
Ei> £ 2 , • • ., E*. no simultaneamente iguales a cero, y un 
numero entero q, que satisfacen a las condiciones: 

I | | E 2 | *^^2» • • • 1 | Eh I (El? E2 j • • • t Eh 1 q ) = 1 * 

|aiEi + a 2 | 2 + ...+a ft Eh — *l|< — — — — . 

5, Sea a real y c entero, 0. Demostrar que 

m-frl- 

6, a. Sean a, P X numeros reales. Demostrar que 

[a -f- P -(- ... -j- X] ^ [a] — |— I PI [A,]. 

b. Supongamos que a, b, .... I son enteros positivos, 
a + b -\- ... + l = n. Aplicando b, § 1, demostrar que 

ft! 

a! bl ... /I 


es un nfimero entero. 
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7. Supongamos que h es entero, h>0, p es primo y 


Representando h en la forma h = p m u m + Pm -i u m -1 + • • • 

. . . -f /?,«! + p 0 , donde u m es el maximo u„ no superior 
a h, p m u m es el maximo multiplo de u m no superior a h, 
p m _jU m _! es el maximo multiplo de u m _i no superior a h — 
— p m «m. Pm-2«m-2 es el maximo multiplo de u m . 2 no supe- 
rior ah — p m u m — p m -iU m -i, etc, demostrar que los nume- 
ros a que satisfacen a la condicion de que en la descomposi- 
cion canonica de a! el numero p figura con el exponente h, 
existen cuando, y solo cuando, todos los numeros p m , 
p m -i, . . pi, p 0 son menores que p; ademas, en este caso 
los numeros a indicados son todos los de la forma 

a =.p m p m+1 + p m -ip m + . • • + pip a + Pop + p', 

donde p' toma los valores: 0, 1 , . . p — 1 . 

8, a. Supongamos que en el intervalo Q < x < R la fun- 
cion f (x) admite derivada segunda continua. Haciendo 

p(*) = y-{*}, o(x)= ( p(z)dz, 

0 

demostrar que (formula de Sonin) 

R 

S f(x)=\f(x)dx + p(R)f(R)-p(Q)f(Q)- 

Q<x^R Q 

R 

- a (R) r ( R ) + a (Q) /' (Q) + 1 o (x) f (x) dx. 

b. Supongamos que se cumple la condicion de la pregunta 
a para R arbitrariamente grandes, y que la integral 
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) \f"(x)\dx es convergente. Demostrar que 
Q 

S 

Q<x^R 

R oo 

= C + $f(x)dx + p(R)f(R)-o(R) f'(R)- J a(x)r(x)dx. 

Q R 

donde C no depende de R. 

c. Si B toma solamente valores positivos y la razon - 

permanece acotada superiormente, se escribe A — 0 (B). 
Sea n entero, n > 1. Demostrar que 

In (n!) = n In n — n + 0 (In n). 

9, a. Sea n>2, 0 ( 2 , 2 0 ) = 2 l n />» donde p recorre los 

2Q<P^Z 

numeros primos. Sea tambien 0(z) = 0(2,0) y para *>0 
=*&(x)+e(i/"x) +&(yH) + . . . 

Demostrar que 

a) ln([nll) = ij3(n) + ^(y) ••• ; 

P) y\>{n) <2n; 

V) + t)+-- 

= n In 2 + 0(|/ r n). 
b. Para n>2, demostrar que 

2 “ = lnrt + 0 (1), 

P^n 


donde p recorre numeros primos. 


CX5 
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c. Sea e una constante positiva arbitraria. Demostrar que 
en la sucesion de numeros naturales existe un conjunto infi- 
nito de pares de numeros primos p n , p n +i que satisfacen a la 
condicion 

Pn + 1 < Pn (1 + 8 ). 

d. Sea n > 2. Demostrar que 

S 7 = C + ln,n ' l + °(n7i)’ 

p^n 

donde p recorre numeros primos y C no depende de n. 

e. Sea n> 2. Demostrar que 

n(i-7)=m( 1+£, (E))- 

p<n 

donde p recorre numeros primos y C 0 no depende de n. 

f . Demostrar la existencia de una constante s 0 > 2 con la 
condicion de que para cualquier entero s > s 0 , para el s-esimo 
numero primo p 8 de la sucesion 2, 3, 5, . . . se verifies la 
desigualdad 

p s < 1,5s Ins. 

g. Demostrar que 

Jj^r°(lnlna). 

10, a. Sea 0(a) una funcion multiplicativa. Demostrar que 
0i (a) = 2^ (d) tambien es una funcion multiplicativa. 

d\fL 

b. Supongamos que la funcion 0(a) esta definida para todos 
los enteros positivos a y que la funcion -ip (a) = 2 0 ( a ) es 

d\o 

multiplicativa. Demostrar que la funcion 0(a) tambien es 
multiplicativa. 

11. Supongamos que, para m > 0, r m (a) denota el numero 
de soluciones de la ecuacion indeterminada XiX 2 . . . x m — 
= a (x u x 2 , . . ., x m recorren los nfimeros enteros positivos 
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independientemente uno de otro); en particular, es evidente 
que t 4 (a) = 1, t 2 (a) = t (a). Demostrar que 

a. x m (a) es una funcion multiplicativa. 

b. Sea p un numero primo, a > 0 y m > 1. Entonces 


•r (<*+l)(ot+2) ... (a+m — 1) 

%m(P 1-2 ... (m— 1) ' 

c. Si e es una constante positiva arbitraria, se tiene 


lim 12^ = 0. 

o-M» a 

d. 2 T m (a) expresa el numero de soluciones de la desi- 

0<a^n 

gualdad x t x 2 ... en nfimeros enteros positivos x it 

12. Supongamos que R(s) representa la parte real del 
numero s. 


Si R(s)> 1, hacemos £(s) = 2 Sea «*>0, m es 
entero. Demostrar que 


n=l 


( n ) 


( C(s)r=2 ^ 


n=i 


13, a. Siendo /?(s)>I, demostrar que 

p‘ 

donde p recorre todos los numeros primos. 

b. Demostrar que la cantidad de numeros primos es infinita, 
basandose en la divergencia de la serie armonica. 

c. Demostrar que la cantidad de numeros primos es infinita, 

basandose en la irracionalidad del numero £ (2) = 

14. Sea A (a) = In p para a = p l , donde p es primo y l 
es un entero positivo; A (a) = 0 para los otros enteros posi- 
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tivos a. Siendo R (s) > 1, demostrar que 

S' (s) _ vi A (n) 

C(s) & «* ' 

n=i 

15, Sea /?($)> 1. Demostrar que 

p n=i 

donde p recorre los numeros primos. 

16, a. Sea n> 1. Aplicando d, §3, demostrar que 

1= 2 

0<d^n 

b. Sea M (z, z 0 ) = S l*(a); M(x) = M(x, 0). Demostrar 
que 

a) M(n) + Af (-£-)+ Af (-£) + . . . - 1 , n> t , 

p> |)+M(|, |) + 

+ ...= — 1 , «> 2 . 

c. Supongamos que n ^ 1, / es entero, l > 1, Tj, „ es el 
numero de enteros x con la condicion 0 < x ^ n, que no 
son divisibles por la /-esima potencia de un entero superior 
a 1. Aplicando d, § 3, demostrar que 

oo 

Tl, n — 2 M- (*0 [dl ] • 
d= 1 

17, a. Supongamos que a es entero, a > 0, y que para los 
enteros x it x 2 , . . ., x n se ha definido univocamente una 
funcion f (x). Demostrar que 

s'- 2 p(d)S d , 

d\a 

donde 5' denota la suma de los valores de / (x), extendida 
a los valores de * que son primos con a, y S d es la suma de 
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los valores de / ( x ), extendida a los valores dex queson multi- 
ples de d. 

b. Supongamos que k > 1 y que se han dado los sistemas 


v' v' rL- r" r" y?- • y ( , n) x ( , n) xl’ 

Aj, X 2 , • • • » Aft, A 2 , • . . , Aft, . . . , Ai , A2 » • • • » Aft 


Jn) 


donde cada uno de el los consta de numeros enteros no simul- 
taneamente iguales a cero. Supongamos tambien que para 
estos sistemas se ha definido univocamente una funcion 
f (Xu x 2 , .... X h ). Demostrar que 


S' = 2 M (<*)$,, 


donde S' denota la suma de los valores de f (Xi, x 2 x h ), 

extendida a los sistemas de numeros primos entre si, y 
es la suma de los valores de / (xi, x 2 , . . x h ), extendida 
a los sistemas de numeros que son simultaneamente multiplos 
de d. Aqul d recorre numeros enteros positivos. 

c. Supongamos que a es entero, a > 0, y que para los divi- 
sores 6 del nfimero a se ha definido univocamente una funcion 
F (6). Haciendo 

G(6)— 2 F(d), 


demostrar que (la ley de inversion para las funciones nume- 
ricas) 

F(o)= 2 P( d ) a (t) ‘ 

d\a 


d. Supongamos que' a los enteros positivos 

^2 » 


les corresponden cualesquiera numeros reales o complejos, 
no iguales a cero: 

fit fit • • • i fn- 

Demostrar que 

P' = [ I 


donde P' denota el producto de los valores / que corresponden 
a los valores 8 que son iguales a 1, Pj denota el producto 
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de los valores f que corresponden a los valores 8 que son mul- 
tiples de d, y d recorre todos los numeros enteros positivos 
que dividen al menos a un 6. 

18. Supongamos que a es entero, a> 1, a m (n) = l m + 
+ 2 m + ... -f n m , ijj m (a) es la suma de las m-esimas poten- 

cias de los numeros de la sucesion 1, 2 a que son 

primos con a; p lt p 2 , .... pk son los divisores primos del 
numero a. 

a. Aplicando el teorema de la pregunta 17, a, demostrar 
que 

'I’m ( a ) = 2 P W d m O m • 

d\a 

b. Demostrar que 

c. Demostrar que 

*2 (<*) = + • • • Pk) <P (a). 

19. Supongamos que z> 1, a es entero, a > 0, T z es la 
cantidad de numeros x con las condiciones 0 < x < z, 
(x, a) = 1, e es una constante positiva arbitraria. 


a. Demostrar que 

r.-SfCO fr]“ 


d\a 

b. Demostrar que 

T, = ± V la)+0(a?). 


c. Supongamos que z > 1, n (z) denota la cantidad de nume- 
ros primos no superiores a z, a es el producto de los numeros 
primos no superiores a V z. Demostrar que 

ji(z)=ji(Kz)- 1 + 2 jt(d) f-j]. 

d\a 
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20. Supongamos R (s) > 1 , a es entero, a > 0. Demostrar 
que 

S'i-£«)II ('-■?•)• 

donde n recorre en el primer miembro los numeros enteros 
positives que son primos con a, y p recorre en el segundo 
miembro todos los divisores primos del numero a. 

21, a. La probabilidad P de que k numeros enteros positivos 
x lt x 2 , . . x h sean primos entre si, la definiremos como 
el limite para N oo de la probabilidad P N de que sean 
primos entre si k numeros x it x 2 , . . . x h , a cada uno de los 
cuales, independientemente de los demas, se le ha asignado 
uno de los valores 1, 2, . . ., N, los cuales se consideran 
como valores igualmente posibles. Aplicando el teorema 
de la pregunta 17, b, demostrar que P = (£ (k))~ l . 

b. Definiendo la probabilidad P de que la fraccion — sea 
irreducible del mismo modo que en la pregunta a para k = 2, 
demostrar que 



22, a. Supongamos que r ^ 2, y sea T el numero de puntos 
enteros {x, y) situados en la region x 2 + y* ^ r 2 , y cuyas 
coordenadas son numeros primos entre si. Demostrar que 

T = ~-r 2 \-0(r lnr). 

b. Supongamos que r ^ 2, y sea T el numero de puntos 
enteros (x, y, z) situados en la region x 2 + z/ 2 + z 2 < r 2 , 
y cuyas coordenadas son numeros primos entre si. Demostrar 
que 

23, a. Demostrar el teorema c, § 3, contando los divisores 
del numero a que no son divisibles por el cuadrado de un 
entero superior a 1 y que tienen 1, 2, ... divisores pri- 
mos. 

4—1030 
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b. Supongamos que a es entero, a > 1, d recorre los divisores 
del numero a que tienen no mas dem divisores primos, Demos- 
trar que para m par, 2 I * (d) >0, y para m impar, 2 P M ^ 
< 0 . 

c. En las condiciones del teorema d, § 3, considerando que 
todos los valores / son no negativos y haciendo recorrer a d 
solamente los numeros que tienen no mas de m divisores pri- 
mos, demostrar que 

S'<2n(<*)S d , S'>2fM<*)Sd 

segun que m sea par o impar. 

d. En las condiciones de la pregunta 17, a, demostrar unas 

desigualdades iguales a las de la pregunta c, considerando 
que todos los valores de / (x) son no negativos; hacer lo mismo 
tambien en las condiciones 17, b, considerando que todos 
los valores f (xj, x 2 , . . *h) son no ^negativos. 

24. Supongamos que e es cualquier constante con las condicio- 
nes 0 < e < 4 - . AT >8, r = In N, 0 < q < N'-*, 0 </< 

O 

< q t (q t [) = 1, n (N, q, t) es la cantidad de numeros primos 
con las condiciones: p ^ N, p = qt + /, donde t es entero. 

Demostrar que 

Nr e 

n(N, q, /)— 0(A); A = 

Para la demostracion, haciendo h = r 1 " 0 - 58 , los numeros 
primos con las condiciones indicadas se deben considerar 
como un caso particular de todos los numeros con estas con- 
diciones que son primos con a, donde a es el producto de 
todos los primos que no son superiores a e h y que no dividen 
a q. Se debe aplicar el teorema de la pregunta 23, d (condi- 
ciones de la pregunta 17, a) con el a indicado y m = 
— 2 12 In r + 1]. 

25. Supongamos que k es par. A: > 0, la descomposicion 
canonica del numero a tiene la forma a = P 1 P 2 • • • Ph 
y d recorre los divisores del numero a con la condicion 
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0 < d < V a. Demostrar que 

2h(< 0= o. 

d 

26. Supongamos que k es entero, k > 0, d recorre los numeros 
con la condicion <p (d) = k. Demostrar que 

2p(d)-=0. 

d 

27. Utilizando ia expresion de q> (a), demostrar que la can- 
tidad de numeros primos es infinita. 

28. a. Demostrar el teorema d, § 4, estableciendo que la 

cantidad de numeros de la sucesion 1, 2 a que tienen 

con a un mismo maximo comiin divisor fi, es igual a <p (y) • 
b. Deducir la expresion para cp (a): 

a) aplicando el teorema de la pregunta 16 , b; 

P) aplicando el teorema de la pregunta 17, c. 

29. Sea R ( s ) > 2. Demostrar que 

S 9 ( n ) _ £(*— 1 ) 

«* ~ C(») ' 

n= 1 

30. Sea n entero, « >2. Demostrar que 

n 

2 <p(m) = ^n 2 +0(nlnn). 

m= 1 


Ejercicios numeric os referentes al capltulo // 

t, a. Hallar el exponente con el que el numero 5 figura en la descom- 
posicion candnica de 5 2581 (vease la pregunta 5). 
b. Hallar la descomposicidn canonica del numero 125! 

2. a. Hallar t (5 600) y S (5 600). 
b. Hallar x (116 424) y S (116 424). 

3. Formar la tabla de los valores de la funcidn p (a) para todos los 

a = 1, 2 100. 

4. Hallar a) <p (5 040), 0) <p (1 294 700). 

5. Formar la tabla de los valores de la funcion q> (a) para todos los 
a = 1, 2, .... 50, aplicando soiamente la fdrmula (5), § 4 y el teo- 
rema c, § 4. 



CAPITULO TERCERO 


Congruencias 


§ 1. Conceptos a. Vamos a estudiar los numeros enteros 
fundament ales en relacion con los restos de la division 
de los mismos por un entero positivo m dado, al cual lo llama- 
remos mddulo. 

A cada numero entero le corresponde el resto de su division 
por m (c, § 1, cap. I); si a dos enteros a y b les corresponde 
un mismo resto r, estos se llaman congruentes segun el mddulo 
m, o respecto del modulo m, o simplemente, congruentes modu- 
lo m. 

b. La congruencia de los numeros a y b respecto del modulo 
m se escribe asi: 

a = b (mod. m). 

lo cual se lee: a es congruente con b respecto del modulo m. 

c. La congruencia de los numeros a y b respecto del mddulo 
m es equivalente a: 

1 . La posibilidad de expresar a en la forma a = b + mt, 
donde t es entero. 

2. La divisibilidad de a — b por m. 

En efecto, de a s b (mod. m) se deduce que 

a=mq-\-r, b — mqi + r; 0 <r<m, 
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de donde 

a — b = m(q — q t ), a = b + mt, t = q — q t . 
Recfprocamente, de a = b -f mt, representando b en la forma 
b = truji 4 - r, 0 ^ r < m, 


deducimos que 
es decir, 


a = mq + r, q = q t + t, 
a = b (mod. m). 


Por esto, la afirmacion 1 es justa. 

De 1 se deduce inmediatamente la afirmacion 2. 


§ 2. Propledades 
de las 

congruences, 
semejantes a 
las propledades 
de las 
tgualdades 


a. Dos numeros que son congruentes con 
un tercero, son congruentes entre si. 

Se deduce de a, § 1. 

b. Las congruencias se pueden sumar 
termino a termino. 

En efecto, sea 


=s bi (mod. m), a 2 = b 2 (mod. m), . . 

a h = b h (mod. m). (1) 

Entonces, (I, c, § 1), 

a i — bi + nit lt a 2 = b 2 + mt 2 , . . a^ = ft* + ml &, (2) 

de donde 


a\ + a 2 + . . . a k = 

= bi + bz + • • ■ 4* bh + m (/j 4- t 2 4- . . . + tk)i 
o sea, (I, c, § 1), 

a i 4- n 2 + . . . 4- Oft = b\ + t >2 4* • • • + bk (mod. m). 

Un sumando que figure en un miembro cualquiera de la con- 
gruence se puede pasar al otro miembro , cambiandole el 
signo. 

En efecto, sumando la congruencia a + b == c (mod. m) 
con la congruencia evidente — b s= — b (mod. m), resulta 
a = c — b (mod. m). 
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A cada miembro de una congruencia se le puede sumar (o restar) 
cualquier numero que sea multiplo del modulo. 

En efecto, sumando la congruencia a == b (mod. m) con la 
congruencia evidente mk = 0 (mod. m), resulta a + mk = 
= b (mod. m). 

c. Las congruencias se pueden multiplicar termino a ter- 
mirto. 

En efecto, examinemos de nuevo las congruencias (1) y las 
igualdades (2) que se deducen de ellas. Multiplicand© termino 
a termino las igualdades (2), obtenemos 

a t a 2 . . . a k = bib 2 . . . b h + mN, 

donde N es entero. Por consiguiente, (1, c, § I), 

a\a 2 . . . a k = bib 2 ■ . . b h (mod. m). 

Ambos miembros de la congruencia se pueden elevar a una 
misma potencia. 

Esto se deduce del aserto anterior. 

Ambos miembros de la congruencia se pueden multiplicar por 
un mismo entero. 

En efecto, multiplicando la congruencia a == b (mod. m) 
por la congruencia evidente k == k (mod. m), obtenemos 
ak = bk (mod. m). 

d. Las propiedades b y c (la adicion y multiplicacion de 
congruencias) se generalizan mediante el siguiente teorema. 

Si en la expresion de una funcion racional entera de coeficien- 
tes enteros 

S -^a, a ft -V • V x k h 

se sustituyen los numeros A a ^ ttft , x it ..., Xk por los 

numeros aft , y it ..., y h , los cuales son congruentes 

con los anteriores respecto del mddulo m, la expresidn nueva 
de S serd congruente con la precedente respecto del modu- 
lo m. 
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En efecto, de 


A *i 

= i/t (mod. m), 

hallamos (c) 

(mod. m), 

Art n A ft 

“i “ft 1 — D <ty 

de donde, sumando, obtenemos 


>((Ift (mdd. m). 

Xk^Dk (mod. m) 

*** — 0ft* ( IT1 ° d ’ m )' 

..a ^ 1 • • • yl h (mod. "')• 


S Aa t • • • x k h = S •••*/*'* (mod. m). 

Si 

= b (mod. m), a, = bj (mod. m), ... a„ = b„ (mod. m), 


at = Xi (mod. m), 

se fce/ie 

ax n + a,3r n-1 + . . . +a„ == 

ss bxl + biXf' 1 -f . . . +b n (mod. m). 
Este aserto es un caso particular del anterior, 
e. Ambos miembros de la congruencia se pueden dividir por su 
cotntin divisor, si este ultimo es primo con el modulo. 

En efecto, si a == b (mod. m), a = ajd, b — bid, ( d , m) — 1 
resulta que la diferencia a — b, igual a (oj — b t ) d, es divi- 
sible por m. Por esto (2, f, § 2, cap. !) a ( — b t es divisible 
por m, es decir, a, = f>, (mod. m). 


§ 3. Otras a. Ambos miembros de una congruencia 

propiedades de y e i modulo se pueden multiplicar por 
las congruences un mism0 nimem mlem 

En efecto, deasi (mod. m) se deduce que 
a = b + mt, ak — bk 4- mkt 
y, por consiguiente, ak = bk (mod. mk). 
b. Ambos miembros de una congruencia y el modulo se pueden 
dividir por cualquier comun divisor suyo. 

En efecto, sea 

a=b (mod. m), a = a t d, b = b t d, m £ m,d. 
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Se tiene 

a = b + mt, aid — bid + midt, a t — b t -f tttit 
y, por lo tanto, a t == b t (mod. mj). 

c. Si se verified la congruencia a = b respecto de varios modu- 
los, entonces se verified tambien respecto del mddulo que es 
igual al minima comun multiplo de estos mddulos. 

En efecto, de a = b (mod. m,), a == b (mod. m 2 ), . . ., 
a ss b (mod. m k ) se deduce que la diferencia a — b es divisible 
por todos los modulos m it m z , .... m h . Por esto, (c, § 3, 
cap. I), tambien es divisible esta diferencia por el minimo 
comun multiplo m de estos modulos, es decir, a = b (mod. m). 

d. Si una congruencia se verified respecto de un mddulo m, 
tambien se verified respecto de un mddulo d que sea igual a cuaU 
quier divisor del numero m. 

En efecto, d e a = b (mod. m) se deduce que la diferencia 
a — b tiene que ser divisible por m; por esto, (1, b, § 1, 
cap. I), esta diferencia tiene que ser divisible tambien por 
cualquier divisor d del numero m, es decir, a =s b (mod. d). 

e. Si un miembro de una congruencia y el mddulo son divisibles 
por algun numero, el otro miembro de la congruencia tiene 
que ser divisible por el mismo numero. 

En efecto, de a = b (mod. m) se deduce que a = b + tnt\ 
si a y m son multiplos de d, entonces (2, b, § 1, cap. I) tam- 
bien b tiene que ser multiplo de d, como se afirmaba. 

f. Si a = b (mod. m), entonces (a, m) = ( b , m). 

En efecto, en virtud de 2, b, § 2, cap. I, esta igualdad se 
deduce inmediatamente/ d e a = b + mt. 

§ 4. Sistema a. Los numeros que dan un mismo resto, 

completo o lo que es lo mismo, los que son congruen- 
ce restos tes respecto del modulo m, forman una 

close de numeros respecto del mddulo m. 

De esta definicion se deduce que a todos los numeros de 
una clase les corresponde un mismo resto r, por lo cual, 
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haciendo recorrer a q en la forma mq + r todos los numeros 
enteros, se obtienen todos los numeros de la clase. 
Correspondientemente a m valores distintos de r, se tienen 
m clases de numeros respecto del modulo m. 
b. Cualquier numero de la clase se llama resto o residua 
respecto del modulo m con relacion a todos los numeros de 
la misma clase. El resto que se obtiene para <7 = 0, igual 
al residuo mismo r, se llama resto no negativo mlnimo. 

El resto p que es el menor en valor absolute, se llama resto 
absoluto mlnimo. 

Evidentemente, si se tiene p = r; si se tiene 

p — r — m; finalmente, si m es par y r = -^- , se puede tomar 

por p cualquiera de los dos numeros y-y — m=— 

Tomando un resto de cada clase se obtiene un sistema completo 
de restos respecto del mddulo m. Por lo general, como sistema 
completo de restos se emplean los restos no negativos minl- 
mos 0, 1, . . ., m — 1 o tambien los restos absolutes mini- 
mos; como se deduce de lo expuesto anteriormente, estos 
ultimos, en caso de m impar, se representan por la sucesion 


y en el caso de m par, por una cualquiera de las dos suce- 
siones 



1 , 0 , 1 , 


• • •» 


m 

T' 


m 
2 ’ 


• • M 


- 1 , 0 , 1 , 



c. Cualesquiera m numeros que sean incongruentes dos a dos 
respecto del mddulo m, forman un sistema completo de restos 
de este modulo. 

En efecto, estos numeros, siendo incongruentes, tienen que 
pertenecer a distintas clases, y como en total hay m numeros, 
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es decir, tantos cuantas clases hay, en cada una de las clases 
tiene que haber, indudablemente, un numero unico. 
d. Si (a, m) — 1 y x recorre el sistema complete de restos respec- 
to del modulo m, entonces ax + b, donde b es un entero cual- 
quiera, tambien recorre el sistema complete de restos respecto 
del mddulo m. 

En efecto, hay tantos numeros de la forma ax + b cuantos 
numeros x hay, es decir, m. Segun c, no queda mas que mos- 
trar que dos numeros cualesquiera ax t + b y ax 2 b, que 
corresponden a dos numeros incongruentes Xi y x 2 , son tarn* 
bien incongruentes entre si respecto del modulo m. 

Pero suponiendo que ax t + b = ax 2 + b (mod. m), se obtiene 
la congruencia ax i = ax 2 (mod. m), de donde, en virtud de 
que (a, m) — 1, resulta Xi x 2 (mod. m), lo cual contradice 
a la incongruencia de los numeros x, y x 2 . 

§ 5. Sistema a. En virtud de f, § 3, los numeros de 

redacido una misma clase respecto del modulo m 

de restos tienen con el modulo un mismo maximo 

comun divisor. "Son de suma importancia las clases para 
las cuales este divisor es igual a la unidad. es decir, las clases 
que contienen numeros que son primos con el modulo. 
Tomando sendos restos en estas clases, se obtiene el sistema 
reducido de restos respecto del mddulo m. Por consiguiente, el 
sistema reducido de restos se puede formar de los numeros 
del sistema completo que son primos con el modulo. Ordina- 
riamente, el sistema reducido de restos se extrae del sistema 
de restos no negativos minimos: 0, 1, . . ., m — 1. Como 
entre estos hay <p (m) numeros que son primos con m, la can- 
tidad de numeros del sistema reducido, asi como la cantidad 
de clases que contienen numeros primos con el modulo, 
es igual a <p (m). 

Ejemplo. El sistema reducido de restos segun el modulo 42 es 
1,5, 11, 13, 17. 19, 23, 25, 29, 31, 37. 41. 
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b. Cualesquiera cp (m) numeros que seati incongruentes dos a dos 
respecto del modulo m y que seati primos con el modulo, forman 
un sistema reducido de restos segun el modulo m. 

En efecto, estos numeros, siendo incongruentes dos a dos 
y primos con el modulo, tienen que pertenecer a distintas 
clases que contienen numeros que son primos con el modulo, 
y como en total hay (p (m) de tales numeros, es decir, tantos 
cuantas clases hay del tipo indicado, en cada una de las 
clases habra, indispensablemente, un numero unico. 

c. Si (a, m) — 1 y x recorre el sistema reducido de restos segun 
el mddulo m, ax tambien recorre el sistema reducido de restos 
segun el mddulo m. 

En efecto, hay tantos numeros ax cuantos niimeros x hay, 
es decir, 9 (m). Por lo tanto, en virtud de b, no queda mas 
que demostrar que los numeros ax son incongruentes dos 
a dos respecto del modulo m y son primos con el modulo. 
Pero lo primero se demostro en d, § 4 para los numeros de 
la forma mas general ax + b; lo segundo se deduce de que 
(a, m) = 1 , (x, m) = 1 . 

§ 6. Teoremas a. Si m > 1 y (a, m) = 1 se tiene (teo- 
de Euler rema de Euler): 

y Fermat = j (m6d . m) . 

En efecto, si x recorre el sistema reducido de restos 
* = r u r 2 , . . ., r c ; c = 9 (m), 

formado por los restos no negativos minimos, entonces los 
restos no negativos minimos p t , p 2 , . . ., p c de los nfimeros 
ax tambien recorren el mismo sistema, pero, generalmente, 
dispuestos en otro orden (c, § 5). 

Multiplicando termino a termino las congruences 
ar t == p! (mod. m), ar 2 == p 2 (mod. m), . . ., 

. . ., ar c p c (mod. m), 

obtenemos 

a c r i r 2 ... r c = p«p 2 . . . p c (mod. m), 
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de donde, dividiendo ambos miembros por el producto 
r if 2 . . . r c = P1P2 • • Pc » resulta 

<f = 1 (mod. m). 

b. Si p es primo y a no es divisible por p, se tiene ( teorema de 
Fermat)’. 

a p_1 = 1 (mod. p). (1) 

Este teorema es una consecuencia del teorema a para m — p. 
A1 ultimo teorema se le puede dar una forma mas comoda. 
Precisando, si se multiplican ambos miembros de la con- 
gruencia (1) por a, se obtiene la congruencia 

a v = a (mod. p). 

la cual es valida ya para todos los valores enteros de a, puesto 
que tambien es valida si a es miiltiplo de p. 

Preguntas referentes al capitulo III 

1, a. Expresando los numeros enteros en el sistema decimal 
de numeracion, deducir los criterios de divisibilidad por 
3, 9, 11. 

b. Expresando los numeros enteros en el sistema de numera- 
cion de base 100, deducir el criterio de divisibilidad por 101. 

c. Expresando los numeros enteros en el sistema de numera- 
cion de base 1 000, deducir los criterios de divisibilidad 
por 37, 7, 11, 13. 

2. Supongamos que m > 0, (a, m) = 1, b es entero, x recorre 
el Sistema completo y | el sistema reducido de restos res- 
peeto del modulo m. Demostrar que 

»>■ 

x 
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3, a. Supongamos que m>0(a, m)— 1, /i>0, c es real 

m— 1 

1=0 



donde i|>(*) para los valores considerados de x toma valores 
que cumplen la condition c<iJ)(jc)<c+A. Demostrar que 




b. Supongamos que M es entero, m> 0, (a, m) = 1, A y B 
son reales, 

Af+m-l 

s ‘ 2 

*=M 


Demostrar que 





c. Sea M entero, m > 0, (a, m)= 1 , 

M+m-l 

s </(*)>. 

l=Af 


donde la funcion /(*) admite derivadas continuas f' (x) 
y /*(*) en el intervalo 1, y se cumplen 

las condiciones 

(«.«) = i; |0|<i. 

siendo 

1 <m<r, T=-i4^, i4>2, £>I, 


Demostrar que 



< 2 * 


4 . Supongamos que en el desarrollo del numero irracional A 
en fraccion continua todos los cocientes incompletos estan 
acotados, M es entero, m es entero, m> 0, B es real. 
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Demostrar que 

Af+m-i 

2 {Ax -t B) = -jin + 0 (In m). 

x=Af 

5, a. Supongamos que A > 2, k > 1 y que la funcion f (x) 
admite derivada segunda continua en el intervalo Q ^ x ^ 
^ R, la cual satisface a las condiciones 

Demostrar que 

2 {/(*)) =t(*-Q)+ 0A ; l e l< 1 - 

Q^x^R 

_ 1 

A = (2k 2 (R—Q) \nA-\-%kA) A •. 

b. Supongamos que 0<o< 1, Q y son enteros. En las 
condiciones de la pregunta a, demostrar que el numero 
i| > (o) de fracciones {/ (jc)}; x = Q + 1, . . R con la con- 
dicion 0 ^ f (x) < a se expresa por la formula 
^ (a) = a (R — Q) + 0'-2A; | 0' | < 1. 

6, a. Sea T la cantidad de puntos enteros ( x , y) que hay en 
la region x 2 + y 2 < r 2 (r > 2). Demostrar que 

2 

7 = nr 2 + 0(r® In r). 

b. Supongamos que n es entero, n>2, E es la constante 
de Euler. Demostrar que ^ 

t(1) + t(2)+ . . . +T(n) — n(\nn + 2E~ 1) -\-0 (ti* (\n n) 2 ). 

7, A un sistema de n numeros enteros positivos, en que cada 
numero viene expresado en el sistema de numeracion de 
base 2, lo llamaremos regular, si para cualquier entero no 
negativo s la cantidad de numeros, en cuya expresion figura 
2 s , es par, e irregular, si al menos para un s este numero 
es impar. 
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Demostrar que un sistema irregular se puede hacer regular 
disminuyendo o excluyendo completamente un solo termino 
del mismo, y en sistema regular se hace irregular disminuyen- 
do o excluyendo completamente cualquiera de sus termi- 
nos. 

8, a. Demostrar que la forma 

3 n x„ -f- 3 n_1 jr n _, + . . . + 3xi + x 0 , 

donde x n , x n . it . . x it x 0 recorren independientemente 
uno de otro los valores — 1,0, 1 , representa todos los nume- 
ros 

-H, ..., -1, 0, 1, .... //; 

y, ademas, cada rnimero, de un modo unico. 
b. Sean m t , m 2 , . . ., tn k positivos, primos dos a dos. Apli- 
cando c, § 4, demostrar que se obtiene el sistema completo 
de restos respecto del modulo mim 2 , .... tn k , haciendo 
recorrer a los numeros x t , x 2t . . x h en la forma 
Xt + m tx 2 + mim 2 x 3 + ■ . . + mim 2 . . . m h - t x h 

los sistemas completos de restos respecto de los modulos 
m t , m 2 , . . ., m h . 

9. Sean m it m 2 , . . ... m h primos dos a dos y sea 

mj/n 2 . . . m h = Afjmi = M 2 m 2 = . . . = M h m h . 

a. Aplicando c, § 4, demostrar que se obtiene el sistema 
completo de restos respecto del modulo m ( m 2 . . . m k , 
haciendo recorrer a los numeros x jt x 2 , . . x k en la 
forma 

M t x t + MzX 2 + . . . -+■ M k Xk 
los sistemas completos de restos respecto de los modulos 

"ii, m 2 , .... m k . 

b. Aplicando c, § 4, cap. IF y b, § 5, demostrar que se obtiene 
el sistema reducido de restos respecto del modulo mim 2 . . . 

. . . m k , haciendo recorrer a los numeros x u x 2 , . . x K 
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en la forma 

M\Xi + + . . . + MhXk 


los sistemas reducidos de restos respecto de los modulos 


m 1( m 2 , . . m h . 

c. Demostrar el teorema de la pregunta b independiente- 
mente del teorema c, § 4, cap. II y deducir entonces el ultimo 
teorema como conseeuencia del primero. 

d. Hallar de un modb elemental la expresion para q> (p“) y, 
aplicando la igualdad c, § 4, cap. II, deducir la expresion 
conocida para cp (a). 

10. Sean m ir m 2 , . . m h primos dos a dos, superiores a 1, 
m = nnm 2 . . . m h ; m — M„m,. 

a. Supongamos que x it x 2 x h , x reeorren los sistemas 

completos de restos, y £i, £ 2 , .... £*,, £ los sistemas reduci- 
dos de restos respecto de los modulos m u m 2 , . . ., m h , m. 
Demostrar que las fracciones 


{ 


X i i | i x k 1 


coinciden con las fracciones j * y las fracciones 


{ 


h 


lh 


-b — b • • • ~b m 

mi ' m z 


} 


con las fracciones 


{i} 


b. Sean dadas k funciones racionales enteras de coeficientes 
enteros de r variables x, . .., o»(r> 1): 

ft (x, . . . , w) = S .... 6X a ...afi; s= 1, 

0t» • • • * 6 


y sea 

f(X,...,W)= S Ca « X a ..,ufl\ 

a, . . , 6 

c <*> ..., 6 = 2 ^** 4 ? ...» 6l 

*=1 

x 8 , . . to, reeorren los sistemas completos de restos 
y Is, los sistemas reducidos de restos respecto del 
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modulo m s ; x, . . w recorren los sistemas completos de 
restos y g, . . . , co los sistemas reducidos de restos respecto 
del modulo m. Demostrar que las fracciones 


f ft teii) i I 

1 m i t • • • -r mh J 
coinciden con las fracciones { ~ ^ y * as fracciones 


{ 


ft (Si, . . ^ 1 ) 

mi 


fkdkj • *> <Qft) 
m k 


} 


con las fracciones j - — ” - - | (generalization de los teore- 

mas de la pregunta a). 

11, a. Supongamos que m es entero, m> 0, a es entero, 
x recorre el sistema completo de restos respecto del modulo m. 
Demostrar que 

2 in%— [ m, si a es multiplo de m. 

q m . — / 

1 0 en caso contrario. 


b.Supongamos que a es real, M es entero, P es entero, 
P> 0. Designando con la notation (a) el valor absoluto de 
la diferencia entre a y el numero entero mas proximo a a 
(distancia de a al entero mas proximo) demostrar que 


M+P-l 


x=M 


p2ni(zx 


« min ( p ’ 775r) : 



2 siempre 
3, si (a)<-^-. 


c. Supongamos que m es entero, m> 1 y que las funciones 
M (a) y P (a) para los valores a — 1,2, . . . , m — 1 toman 
va lores enteros con la condition P (a) > 0. Demostrar que 


m— 1 


2 


Af(a)+P(a)-1 a 
V, 2ni — :c 

2 e m 
x=M(a) 



mlnm — -^-ln ^2 + l) . 

m lnm — y > s ‘ m>l2, 

mlnm — m, si m> 60. 


5 — 1 030 
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12, a. Supongamos que m es entero, m > 0, £ recorre el 
sistema reducido de restos respecto del modulo m. Demos- 
trar que 

. , ^ri 2ni 

p (m) = 2 j e m • 

b. Aplicando el teorema de la pregunta a, demostrarel 
primero de los teoremas c, § 3, cap. I! (vease la resolucion 
de la pregunta 28, a, cap. II). 

c. Deducir el teorema de la pregunta a, aplicando el teorema 
de la pregunta 17, a, cap. II. 

d. Supongamos que 

f(x, . . ., te>)= 2 •••, ...o' 9 

a, ...» 6 


es una funcion racional entera de coeficientes enteros de r 

variables x a; (r ^ 1), a es entero, m es entero, m > 0; 

x, . . ., w recorren el sistema completo de restos y g, . . ., © 
el sistema reducido de restos respecto del modulo m. Intro- 
ducimos las notaciones 


■>a f m 


- 2- -2 


2 ni 


af(x , 


, w) 



2ni 




a» 


Supongamos tambien que m—m t ... m h , donde m t , . . . , m h 
son primos dos a dos, superiores a 1, y sea m = M a m a . 
Demostrar que 

Soj, TOj • • • So ft , = Saj i0i +. . .+M k a h , mt 

Soj, trij • • • Sa ft , m ft == SM 1 a 1 +. . ,+M^Ojj, m- 


e. Con las notaciones de la pregunta d, hacemos 
A (m) = m~ T 2 So, m. A' (m) = mr T 2 S' a , m , 

a a 


donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
mddulo m. 
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Demostrar que 

A (mO ... A ( m h ) = A (m), 

A' (mj) ... A' (m k ) = A ' ( m ). 

13, a. Demostrar que 

o—l P~~ 1 nx 

r )' 

n=0 p *=0 

donde p recorre los divisores primos del numero a. 
b. Deducir la expresion conocida para <p (a) de la identidad 
de la pregunta a. 

14, Demostrar que 

t («)=2 2 4 2 ^"‘^+ 6 , 

0<*< Ya fc=0 

donde 6=1 66 = 0, segun que a sea el cuadrado de un 
numero entero o no lo sea. 

15, a. Supongamos que p es primo y h it h 2 , . ... h a son 
enteros. Demostrar que 

(hi + h 2 + ... + h a ) p = 

^ + K + . • • + K (m6d. p). 

b. Deducir el teorema de Fermat del teorema de la pregun- 
ta a. 

c. Deducir el teorema de Euler del teorema de Fermat. 

EJerclclos namtricos referentes at capttalo III 

1, a. Hallar el resto de la division de 

(12 371 s4 + 34)» por 111. 
b. (Es divisible el numero 2 1 ow — 2 por 1 093*? 

2, a. Aplicando los criterios de divisibilidad de la pregunta 1, hallar 
el desarrollo canonico del numero 244 943 325. 

b. Hallar el desarrollo candnico del numero 282 321 246 671 737. 


5 * 



CAPITULO CUARTO 


Congruencias con una 
incognita 


§ 1. Conceptos Nuestro objetivo proximo es el estudio 
fundamentales de las congruencias de la siguien- 
te forma general: 

/ (x) sO (mod. m); f (*) = ax n + a i x n ~ 1 + ... + a n (l) 
Si a no es divisble por m, el numero n se llama grado de la 
congruencia. 

Resolver la congruencia, significa hallar todos los valores 
de x que la satisfacen. Dos congruencias, a las que satisfacen 
unos mismos valores de x, se llaman equivalentes. 

Si a la congruencia (1) la satisface algun x = x u entonces 
<d, § 2, cap. no a la misma congruencia la satisfacen tarn* 
bien todos los numeros que son congruentes con Xi respecto 
del modulo m: x = Xi (mod. m). Toda esta clase de numeros 
se considera como una solucidn. Por lo tanto, la congruencia (1) 
tendra tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfagan. 

Ejemplo. A la congruencia 

x 6 + x + 1 ss 0 (mod. 7), 

entre los numeros 0, 1,2, 3, 4, 5, 6 del sistema completo de 
restos respecto del modulo 7, la satisfacen dos numeros: 
x = 2 y x — 4. Por ello, la congruencia indicada tiene dos 
soluciones: 

x ae 2 (mod. 7), x s= 4 (mod. 7). 
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§ 2. Congruen- a. La congruencia die primer grado, des- 
cias pues de trasladar el termino indepen- 

de primer grado dj en te (con el signo contrario) al segundo 
miembro, se reduce a la forma 

ax 3= b (mod. m). (1) 

b. Comenzando a estudiar el problema del numero de solu- 
ciones de la congruencia (1), nos limitaremos primero al caso 
(a, m) — 1. En virtud del § 1, la congruencia considerada 
admite tantas soluciones cuantos restos del sistema completo 
la satisfacen. Mas, cuando x recorre el sistema completo 
de restos respecto del modulo m, ax recorre el sistema com- 
pleto de restos (d, § 4, cap. 111). Por consiguiente, para un 
valor de x tornado del sistema completo, y solo para uno, 
ax sera congruente con b. Asi, pues, si (a, m) = 1 la congruen- 
cia (1) admite una sola solucion. 

c. Supongamos ahora que (a, m) — d > 1 . Entonces, para 
que la congruencia (1) tenga solucion es necesario (e, § 3, 
cap. Ill) que b sea divisible por d, pues en caso contrario 
la congruencia (1) seria imposible para algun x entero. Por 
esta razon, suponiendo que b es un multiplo de d, hacemos 
a = a { d, b — bid, m = triid. Entonces la congruencia (1) 
(despues de haber simplificado por d) resulta equivalente a 
a t x == b t (mod. mi), en la cual (a t , mi) = 1 y, por lo tanto 
admite una solucion respecto del modulo m^ Sea x t el resto 
no negativo minimo de esta solucion respecto del modulo 
m u entonces todos los numeros x que forman esta solucion 
seran de la forma 

x = xi (mod. mi). (2) 

Respecto del modulo m los numeros (2) forman mas de una 
solucion; forman precisamente tantas soluciones cuantos 
numeros (2) haya en la sucesion 0, 1,2, . . m — 1 que 
sean restos no negativos minimos respecto del modulo m. 
Tales numeros son: 

x u *i + m u Xi + 2m 4 , . . ., x t 4- (d — 1) m,, 
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es deeir, en total d numeros (2) y, por consiguiente, la con- 
gruencia (1) admite d soluciones. 

d. Haciendo un resumen de todo lo demostrado, resulta el 
teorema siguiente: 

Sea (a, m) — d. La congruencia ax = b (mod. m) es imposible 
si b no es divisible por d. Si b es multiplo de d, la congruencia 
admite d soluciones. 

e. Para averiguar las soluciones de la congruencia (1), indi- 
caremos solamente un metodo, basado en la teoria de las 
fracciones continuas; ademas, es suficiente limitarse al caso 
(a, m) = 1. 

Desarrollando en fraccion continua la razon m : a. 


f z i 

< 73 + • 1 

' + On 

y considerando las dos fracciones reducidas ultimas: 

P n-l P n m 

Qn-i ' Qn ~ a ’ 

en virtud de las propiedades de las fracciones continuas 
(e, § 4, cap. I), se tiene: 

mQn - 1 — aP n . i = (— l) n , 
aP n - 1 = (— l) n_1 (mod. m), 
a-( — l) n_1 P„_ib = b (mod. m). 

Asi, pues, la congruencia en cuestion admite la solucion 
x as (— l) n - l P n ^b (mod. m), 

para cuya averiguacion es suficiente calcular P n -i segun 
el metodo senalado en d, § 4, cap. I. 

Ejetnplo. Resolvamos la congruencia 

llljr = 75 (mod. 321). (3) 

Aqui (111,321) = 3, siendo 75 multiplo de 3. Por esta razon, 
la congruencia admite tres soluciones. 
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Dividiendo ambos miembros de la congruencia y el modulo 
por 3, obtenemos la congruencia 

37x = 25 (mod. 107), (4) 

la cual debe resolverse primeramente. Se tiene 

107 |_37 
74 I 2 
37 _33 
33 1 

33 |_i 

32 1 8 

4 I— 

4 1 4 

» 
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Supongamos que los numeros M„ y M' a vienen definidos por las 
condiciones 

myn 2 . . . m k — M s m 8 , M s M' a == 1 (mod. m s ) 

y sea 

*o = AliMj&i + M 2 M' 2 b 2 + . • . + AffcAfh&j,. 

Entonces el conjutito de valores de x que satisfacen al sistema (1) 
se determina por la congruencia 

x = x 0 (mod. mint 2 ■ ■ ■ m h ). (2) 

En efecto, como todos los numeros Mj, distintos de M„ 
son divisibles por m a , para cualquier s = 1, 2, . . ., k 
se tiene 

x 0 == M s M' a b s = b a (mod. m a ), 

y, por consiguiente, el sistema (1) es equivalente al sistema 
x =s jf 0 (mod. mi), x = x 0 (mod. m 2 ), . . . 

x = x 0 (mod. m h ) (3) 

(es decir, a los sistemas (1) y (3) les satisfacen unos mismos 
valores de a). Pero, en virtud de los teoremas c, § 3, cap. Ill 
y d, § 3, cap. Ill, al sistema (3) le satisfacen aquellos valo- 
res de x, y solo aquellos, que satisfacen a la congruencia (2). 

c. Si bu b 2 , . . ., b h recorren independientemente uno de otro 
los sistemas completos de restos respecto de los modulos m lt m 2 ,. . , 

. . ., m k , entonces x 0 recorre el sistema completo de restos respecto 
del modulo m\m 2 ... m h . 

En efecto, x 0 recorre m\tn 2 . . . m k valores, los cuales, en 
virtud de d, § 3, cap. Ill, son incongruentes respecto del 
modulo m,m 2 . . . m h . 

d. Ejemplo. Resolvamos el sistema 

x = b t (mod. 4), x m b 2 (mod. 5), x b 3 (mod. 7). 
Aqui 4-5-7 = 35 -4 = 28-5 = 20-7, y ademas, 

35-3 ~ 1 (mod. 4), 28-2 = 1 (mod. 5), 

20-6 = 1 (mod. 7). 
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Por lo tanto 

*o = 35-36! + 28-2 b 2 + 20-66 3 = 1056j + 566 2 + 1206 3 

y, por consiguiente, el conjunto de valores de x que satisfacen 
al sistema puede expresarse en la forma 

x == 1056i + 566 2 + 1206 3 (mod. 140). 

Por ejemplo, el conjunto de valores de x que satisfacen al 
sistema 

x = 1 (mod. 4), x = 3 (mod. 5), x = 2 (mod. 7), 
es 

*== 105-1 + 56-3 + 120-2 = 93 (mod. 140), 
y el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema 
x 53 3 (mod. 4), x = 2 (mod. 5), x == 6 (mod. 7), 
es 

x = 105-3 -1- 56-2 + 120-6 = 27 (mod. 140). 

§ 4. Congruen- a. Sea p un numero primo. Demostremos 
dots unos teoremas generates relative® a- una 

de cualquier congruencia de la forma 
grado respecto & 

de un modulo /(*)== 0 (mod. p)\ 

primo f (x) =: ax n + aix n_1 (1) 

b. Una congruencia de la forma (1) es equivalente a una con- 
gruencia de grado no superior a p — 1 . 

En efecto, dividiendo / (x) por x p — x, se tiene 

/ (x) = (#> — x)Q(x) + R (x), 

donde el grado de R (x) no es superior a p — 1 . Como x p — x = 
= 0 (mod. p), resulta f (x) = R (x) (mod. p), de donde se 
deduce el teorema indicado. 

c. Si la congruencia (1) admite mas de n soluciones, todos los 
coeficientes de f (x) son multiplos de p. 

En efecto, supongamos, que la congruencia (1) admite al 
menos n + 1 soluciones, Designando los restos de estas 
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soluciones con las letras xj, x 2 , .... x n , x n+l , podemos 
expresar f (x) en la forma 

f (x) =~- a (x — xi) (x — x 2 ) . . . (x— x„_ 2 ) (x — x„.j) (x — x n ) + 

+ b(X — X t ) (X — X 2 ) ... (X — X„_ 2 ) (x — x n _,) + 

+ c(x — x,)(x — x 2 ) . ..(x— x„_ 2 ) + 

+ + 

+ k(x— x,)(x— x 2 ) + 

+ l ( x — -^l) + 

4 rn. (2) 

Con este fin, transformando (abriendo parentesis) los suman- 
dos del segundo miembro en polinomios, elegimos b de tal 
modo que la suma de los coeficientes de x”' 1 en los dos pri- 
meros polinomios coincida con a t ; una vez hallado b, elegi- 
mos c de tal modo que la suma de los coeficientes de x n_a 
en los primeros tres polinomios coincida con a 2 , etc. 
Haciendo en (2) x — x u x 2 , . . x„, x„+i, sucesivamente, 

comprobamos que todos los numeros m, l, k, c, b, a 
son multiplos de p. Por lo tanto, tambien son multiplos de p 
todos los numeros a, a it . . a n (como sumas de numeros 
que son multiplos de p). 

d. Si p es uti tiumero primo, se verified la congruencia ( teorema 
de Wilson) 

1 -2 ... (p — 1) + 1 == 0 (mod. p). (3) 

En efecto, si p — 2 el teorema es evidente. Si p > 2 conside- 
ramos la congruencia 

(x - 1) (x - 2) ... (x-(p-l))-(xP-i— 1) = 

= 0 (mod. p), 

esta es de grado no superior a p — 2 y admite p — 1 solucio- 
nes; precisamente las soluciones cuyos restos son 1, 2, 

. . ., p — 1. Por consiguiente, segun el teorema c todos sus 
coeficientes son multiplos de p; en particular, tambien es 
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divisible por p el termino independiente, el cual es precisa- 
mente igual al primer miembro de la congruencia (3). 
Ejemplo. Se tiene 1 *2 -3 *4 *5 *6 + 1 = 721 = 0 (mod. 7). 


§ 5. Congruen- 
ces 

de cualquier 
grado respecto 
de un mddulo 

compuesto 


a. Si ntu m 2 , . . ., m k son primos dos a 
dos, la congruencia 

f (x) = 0 (mod. m i m 2 . . . m h ) (1) 
es equivalente al sistema 

/(*)== 0 (mod. mi), 


f (jc) = 0 (mod. m 2 ), . . ., f (x) = 0 (mod. m k ). 


Ademas, designando con T { , T 2 , . . ., T k los numeros de solu- 
ciones de coda una de las congruencias de este sistema respecto 
de los modulos correspondientes y con T el numero de soluciones 
de la congruencia (1), se tiene 

T = TiT 2 . . . 7V 


En efecto, la primera parte del teorema se deduce de c y d, 
§ 3, cap. III. La segunda parte se deduce de que cada una 
de las congruencias 

f (x) = 0 (mod. m,) (2) 

se cumple cuando, y solo cuando, se cumple una de las T, 
congruencias de la forma 

x==b, (mod. m,) 

donde b a recorre los restos de las soluciones de la congruen- 
cia (2); ademas, son posibles en total TiT 2 . . . T k combina- 
ciones distintas de la forma 

*== t>,(mod. mj), *== b 2 (mod. m 2 ), . . . x=b h (mod. m ft ), 
que dan lugar (c, § 3) a clases distintas respecto del modulo 


mim 2 . . . m h . 

Ejemplo. La congruencia 

/ (x) ~ 0 (mod. 35), / (a) = x* + 2a 3 + 8x + 9 (3) 
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es equivalente al sistema 

/ (*) = 0 (mod. 5), f (x) = 0 (mod. 7). 

Facilmente se comprueba (§ 1) que la primera congruencia 
de este sistema tiene 2 soluciones: x = 1; 4 (mod. 5), la 
segunda congruencia tiene 3 soluciones: x = 3; 5; 6 (mod. 7). 
Debido a esto, la congruencia (3) tiene 2 -3 = 6 soluciones. 
Para hallar estas 6 soluciones, hay que resolver 6 sistemas 
de la forma 

x = bt (mod. 5), x ss b 2 (mod. 7), (4) 

las cuales se obtienen haciendo recorrer a los va lores b i — 
— 1; 4, y a b z los valores b z = 3; 5; 6. Pero, como 

35 = 7 -5 = 5 -7, 7-3=1 (mod. 5), 5-3=1 (mod. 7), 

el conjunto de valores de x que satisfacen al sistema (4) se 
expresa en la forma (b, § 3) 

x = 21bi + 156 2 (mod. 35). 

Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (3) son 
xk 31; 26; 6; 24; 19; 34 (mod. 35). 

b. En virtud del teorema a, la discusion y solucion de la 
congruencia 

/ (x) se 0 (mod. . . . ph h ) 

se reduce a la discusion y solucion de las congruencias de la 
forma 

/ (*) = 0 (mod. p“); (5) 

como ahora aclararemos, esta ultima congruencia se reduce 
en general a la congruencia 

f (x) es 0 (mod. p). (6) 

En efecto, todo x que satisface a la congruencia (5) necesaria- 
mente tiene que satisfacer tambien a la congruencia (6) 

Sea 


x as x { (mod. p) 
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alguna solucion de la congruencia (6). Entonces x = Xj + 
4- pti, donde t\ es entero. Poniendo este valor de x en la 
congruencia 

/ (x) = 0 (mod. p 2 ) 

y desarrollando el primer miembro segun la formula de 
Taylor, hallamos (teniendo en cuenta que — / <ft) (x t ) es 
entero y despreciando los terminos que son multiplos de p 2 ): 

f(*i) + ptj' (*0=0 (mod (^0 = 0 (mod. p) . 

Limitandonos aqul al caso en que /' (*i) no es divisible por p, 
resulta una solucion: 

k = k (mod. p); + pt 2 - 

La expresion de * toma la forma 

* = *i + p^ 4- p% = * 2 + p 2 h\ 
poniendola en la congruencia 

f (x) = 0 (mod. p 3 ), 

resulta 

f (* 2 ) + P%f (* 2 ) = 0 (mod. p 3 ), 

+ hf' ( * 2 ) = 0 (mod. p). 

Aquf f' (* 2 ) no es divisible por p, puesto que 
*2 = *1 (mod. p), 
f (* 2 ) = f (* 1 ) (mod. p), 

y, por lo tanto, la ultima congruencia tiene una sola solu- 
cion: 

h = h (mod. p); 
h = + p^3* 

La expresion de * toma la forma 

* = *2 + pX + fPh = *3 + p 3 ^; 
etc. De este modo, partiendo de la solucion dada de la con- 
gruencia (6) hallamos la solucion congruente con ella de la 
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congruencia (5). En resumen, toda solution x s= x t (mod. p) 
de la congruencia (6), con la condition de que f' (x t ) no sea 
divisible por p, proporciona una solution de la congruencia (5): 
x = x a + p“/ a ; 
x = x a (mod. p“). 

Ejemplo. Resolvamos la congruencia 
/(•*) = 0 (mod. 27); 1 
f(x) = x i + 7x+4. J 

La congruencia /(*)== 0 (mod. 3) tiene una solucion x = 
== 1 (mod. 3); en este caso f' (1) = 2 (mod. 3) y, por consi- 
guiente, no es divisible por 3. Hallamos: 

x = 1 + 3/ 1( 

f ( 1) + 3 t,f' ( 1) = 0 (mod. 9), 3 + 3/, • 2 = 0 (mod. 9), 

2/, + 1 == 0 (mod. 3), l,sl (mod. 3), /, = 1 + 3/ 2 , 
x — 4-\- 9/ 2 » 

f (4) + 9^' (4) = 0 (mod. 27), 18 + 9^-2 = 0 (mod. 27), 
2/2 + 2 = 0 (mod. 3), / 2 ss2(m6d. 3), / 2 = 2 + 3/ 3 , 
x = 22 + 27 / 3 . 

Por lo tanto, la congruencia (7) tiene una solucion 
x== 22 (mod. 27). 

Preguntas referentes al capitulo IV 

1, a. Supongamos que m es entero, m > 0, / (x, .... w) 
es una funcion racional entera de r variables x , . . ., w (r ^ 1) 
con coeficientes enteros. Si el sistema x — x 0 , . . w = w 0 
satisface a la congruencia 

/ (x, . . ., w) se 0 (mod. m) (1) 

entonces (genera lizacion de la definicion del § 1), el sistema 
de clase de numeros respecto del modulo m: 

x m x 0 (m6d. m), w sm Wo (m6d. m) 
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lo consideramos como una solucion de la congruencia (1). 
Sea T el numero de soluciones de la congruencia (1). Demos- 
trar que 


m— 1 m— 1 

Tm— S' S 

a= 0 x ~ 0 


m-i 

S* 

to— 0 


2 ni 


a/(.v, 


, to) 


b. Con las notaciones de la pregunta a - y de la pregunta 
12, e, cap. HI, demostrar que 

Tm = m r 2 A(m 0 ). 

mo\m 

c. Aplicar la igualdad de la pregunta a para demostrar 
el teorema del numero de soluciones de una congruencia de 
primer grado. 

d. Supongamos que m es entero, m > 0; a f, g son 

enteros, en total r -f 1 numeros (r> 0); d = (a, m)\ 

T es el numero de soluciones de la congruencia 

ar + ...+ /u>-f£ss 0 (mod. m). 

Aplicando la igualdad de la pregunta, a, demostrar que 

{ tn T ~ l di si g es muitiplo de d, 

0 en caso contrario. 


e. Demostrar el teorema de la pregunta d partiendo del 
teorema del numero de soluciones de la congruencia ax s 
= b (mod. m). 

2, a. Sea m > 1, (a, m) — 1. Demostrar que la congruencia 
ax s b (mod. m) admite la solucion x = ^(^-‘(mod. m). 

b. Sea p un numero primo, 0 < a < p. Demostrar que la 
congruencia ax s= b (mod. p) admite la solucion 

* == b ( - 1) 0 " 1 , (P- 1 )>-2) , : : .(P-a+ 1 ) (m6d p) 

c. a) Indicar el metodo mas simple posible de resolucion de 
una congruencia de la forma 

2 h x * b (mod. m); (2, m) = I. 
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P) Indicar el metodo mas simple posible de resolucion de la 
congruencia 

3 ft x s b (mod. m); (3, m) = 1. 

Y) Sea (a, m) = 1 , 1 < a < m. Desarrollando los m’etodos 
indicados en las preguntas a) y {J), demostrar que la busqueda 
de la solucion de la congruencia ax = b (mod. m) puede redu- 
cirse a la busqueda de las soluciones de congruencias de la 
forma b + mt = 0 (mod. p), donde p es un divisor primo 
del numero a. 

3. Sea m entero, nt > 1, 1 < x < m, (a, m) = 1. Empleando 
la teoria de congruencias, demostrar la existencia de enteros 
x e y con las condiciones 

ax = y (mod. m), 0<a:<t, 0<|#|<-^-. 


4, a. Siendo (a, m) — 1, consideramos la fraccion simboli- 
ca ^ respecto del modulo m, la cual denota cualquier resto 

de la solucion de la congruencia ax = b (mod. m). Demostrar 
(las congruencias se toman respecto del modulo m) que: 

a) Si a = a it b = b lt se tiene 


P) El numerador b de la fraccion simbolica se puede 
sustituir por un numero congruente b 0 , multiplo de a. Entonces, 
la fraccion simbolica es congruente con el numero entero 


que se expresa por la fraccion ordinaria 


Y) 



bc-\-ad 

ac 



8 ) 

' a c ac 


b, a) Supongamos que p es primo, p> 2, a es entero, 
0 < a < p — 1 . Demostrar que 

( P ~ l ) »<-l)“(m6d. p). 
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p) Sea p un numero primo, p>2. Demostrar que 
— T (mod. p). 

5, a. Sea d un divisor del numero a, que no sea divisible por 
el cuadrado de un numero entero superior a 1 y tampoco por 
Ios numeros primos menores que n, y sea x el numero de 
divisores primos distintos del numero d. Demostrar que en 
la sucesion 

1*2 ... ti, 2 *3 ... (n 1), ... , a(a-)-l). . . (a n — 1)(1) 
n x a 

hay -j- numeros que son multiplos de d. 

b. Sean p u p 2 , . ■ ., ph los divisores primos distintos del 
numero a, donde ninguno de ellos es inferior a n. Demostrar 
que la cantidad de numeros de la sucesion (1) que son primos 
con a, es igual a 

6. Sea rtii, 2 , . . j, el rnlnimo comun multiplo de los nume- 
ros mi, m 2 , .. .. m h . 

a. Supongamos que d — (m J( m 2 ). Demostrar que el sis- 
tema 

x = bi (mod. mO, x s b 2 (m6d. m 2 ) 

admite solucion, y solo cuando, b 2 — b t es multiplo de d. 
Ademas, cuando admite solucion, el conjunto de valores de x 
que satisfacen a este sistema se determina por una congruen- 
cia de la forma 

x 3= x ii2 (mod. m U z). 

b. Demostrar que en caso de que el sistema 

x = by (mod. mi), x = b 2 (mod. m 2 ), . . ., x =s b k (mod. m k ) 
admita solucion, el conjunto de valores x que le satisfacen se 
determina por una congruencia de la forma 

xss x it 2 k (mod. m it 2 *). 


6—1030 
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7. Supongamos que m es entero, m> 1, a y b son enteros, 
, a, b \ 

(-sr)-S e " • 


donde x recorre el sistema reducido de restos respecto del 
modulo m, y x' == -j (mod. m) (en el sentido de la pre- 
gunta 4, a). Demostrar las siguientes propiedades del slm- 

bo| ° (¥■) : 

“> (^r) es real - 

» (VHV)- 

V) Si (A, m) = 1 x tiene = (~) ■ 

6) Si m u m 2 , . . . , m* son primos dos a dos, haciendo 
m u m 2 . . . m k = m, M — Mjn, , se tiene 


/ «i. 1 \ / g2. 1 \ / gft. l \ 

V m t / \ m* / * * ‘ V m ft / 

/ Affaj -1- A(la 2 + • • • 1\ 

~ \ m~ / ' 

8. Supongamos que la congruencia 

aoX n +o 1 Jt n_1 + a n s 0 (mod. p) 
admite n soluciones 


xssxt, x 2 , ..., *„(m6d. p). 

Demostrar que 

a, es — aoS, (mod. p), 
a 2 sao5 2 (m6d. p), 
a 3 =— a 0 S 3 (m6d. p), 


a n =( — l) n aoS n (mod. p), 

donde Si es la suma de todas las x s , S 2 es la suma de sus 
productos dos a dos, S 2 es la suma de sus productos tres 
a tres, etc. 
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9, a. Demostrar el teorema de Wilson, considerando los pares 
de numeros x, x' de la sucesion 2, 3, . . p — 2, que satis- 
facen a la condicion xx' = l (mod. p). 

b. Sea P entero, P > 1, 1, 2 . . . (P — 1) + 1 s 0 (mod. P). 
Demostrar que P es primo. 

10, a. Sea (a 0 , m) = 1. Indicar una congruencia de n-esimo 
grado con el coeficiente superior igual a 1, que sea equivalen- 
te a la congruencia 

aox ” + aix"' 1 + . . . -f a n = 0 (mod. m). 

b. Demostrar que la condicion necesaria y suficiente para 
que la congruencia / (x) ss 0 (mod. p); f (x) = x n + ajX n-1 + 
+ . . . + a n ; n ^ p, admita n soluciones, es que sean divi- 
sibles por p todos los coeficientes del resto de la division 
de x p — x por f (x). 

c. Sea n un divisor de p — 1, n > 1, (.4, p) = 1. Demostrar 
que la condicion necesaria y suficiente para que sea resolu- 
ble la congruencia x n = A (mod. p) es que se cumpla la con- 

p- 1 

gruencia A n = 1 (mod. p); ademas, en caso de resolubi- 
lidad, la congruencia indicada admite n soluciones. 

11, Supongamos que n es entero, n > 0, (A, m) = 1, y que 
se conoce una solucion x = x 0 (mod. m) de la congruencia 
x" = A (mod. m). Demostrar que todas las soluciones de esta 
congruencia se expresan por el producto de x 0 por los restos 
de las soluciones de la congruencia y n = 1 (m6d. m). 

EJerclclos numirlcos referentes al capita to IV 

1, a. Resolver la congruencia 256x am 179 (mod. 337). 
b. Resolver la congruencia 1 215* sa 560 (m6d. 2 755). 

2, a. Resolver las congruences de los ejercicios 1, a y 1, b por el 
metodo de la pregunta 2, c. 

b. Resolver la congruencia 1 296* as 1 105 (mod. 2 413) por el metodo 
de la pregunta 2, c. 

3, Hallar todos los pares de numeros enteros x, y que satisfacen a la 
ecuacion indeterminada 47* — lily = 89. 


6* 
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4, a. Indicar la solucion general para el sistema 

x ~ b t (mod. 13), x s b 2 (mod. 17). 

Sirviendose de esta solucion general, hallar luego tres numeros que 
al dividirlos por 13 y 17 den los restos 1 y 12, 6 y 8, 1 1 y 4, respectiva- 
mente. 

b. Indicar la solucion general para el sistema 

x = (mod. 25), x == b 2 (mod. 27), x ss b 3 (mod. 59). 

5, a. Resolver el sistema de congruences (pregunta 6, a) 

x si 3 (mod. 8), xs=ll (mod. 20), *3=1 (mod. 15). 
b. Resolver el sistema de congruences 

x == 1 (mod. 3), x s= 4 (mod. 5), x as 2 (mod. 7), 
x ss 9 (mod. 11), x sss 3 (mod. 13). 

6, Resolver el sistema de congruences 

3x -f 4 y _ 29 = 0 (mod. 143), 2* — 9y + 84 s 0 (mod. 143). 

7, a. que congruencia de grado inferior a 5 es equivalente la con- 
gruencia 

3x 14 + 4x 13 + 3x 12 + 2x u + x 9 + 2x* + 4x 7 + x 6 + 3x* + 
x 3 + 4x 2 + 2x == 0 (m6d. 5)? 

b. <*A que congruencia de grado inferior a 7 es equivalente la con* 
gruencia 

2x 17 + 6x 16 + x 14 + 5x 12 + 3x n + 2x 10 + x* + 5x 8 + 2x 7 + 

+ 3x* + 4X 4 + 6x« + 4x 2 + x + 4 = 0 (m6d. 7) ? 

8, iA que congruencia, con el coeficiente superior igual a 1, es equi- 
valente la congruencia (pregunta 10, a) 

70x* + 78x* + 25X 4 + 68x* + 52x 2 + 4x + 3 — 0 (m6d. 101)? 

9, a* Resolver la congruencia 

/ (x) M 0 (m6d. 27), f (x) = 7 x* + 19* + 25, 
hallando primero mediante un tanteo todas las soluciones de la con- 
gruencia 

f (x) he 0 (m6d. 3). 

b. Resolver la congruencia 9x 2 + 29x + 62 a0 (m6d. 64). 

10, a. Resolver la congruencia x 3 + 2x + 2 es 0 (mod. 125). 

b. Resolver la congruencia x 4 + 4X 3 -f 2x 2 + 2x+12$0 (mod. 625). 

11, a. Resolver la congruencia 6X 8 + 27x 2 + 17x + 20 s0 (mod. 30). 

b. Resolver la congruencia 31x 4 ~\~ 57X 3 + 96x + 191 0 (mod. 225). 



CAPITULO QUINTO 


Congruencias de segundo 
grado 


§ 1. Teoremas a. Entre las congruencias de grado n > 
generates > 1 , a continuacion se estudiaran solamente 

las mas simples, precisamente, las congruencias binomicas: 

x n = a (mod. m); (a, m) — 1. (1) 

Si la congruencia (1) admite solucion, el numero a se llama 
resto de grado n, en caso contrario, a se llama no-restode gra- 
do n. En particular, si n = 2, los restos y los no-restos se 
llaman cuadraticos: si n = 3, cubicos ; si n = 4, bicuadrd- 
ticos. 

b. En el presente capltulo se estudiara detalladamente el caso 
n = 2 y, en primer lugar, las congruencias binomicas de 
segundo grado respecto de un modulo impar p: 

x 2 = a (mod. p)\ (a, p) = 1. (2) 

c. Si a es un resto cuadr&tico respecto del modulo p, la con- 
gruencia (2) tiene dos soluciones. 

En efecto, si a es un resto cuadratico, la congruencia (2) admi- 
te al menos una solucion x = x j (mod. p). Pero entonces, 
como ( — *,) a = *i> la misma congruencia admite tambien una 
segunda solucion x s= — x x (mod. p). Esta segunda solucion 
es distinta de la primera, puesto que de x t = — x t (mod. p) 
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tendriamos que 2xi = 0 (mod. p), lo cual es imposible, ya 
que (2, p) = ( x t , p) = 1. 

Estas dos soluciones indicadas agotan todas las soluciones de 
]a congruencia (2), puesto que esta ultima, siendo una con- 
gruencia de segundo grado, no puede admitir masde dos solu- 
ciones (c, § 4, cap IV). 

d. El sistema reducido de restos respecto del modulo p 

consta de restos cuadraticos, los cuales son congruen- 

tes con los numeros 

l 2 , 2 2 , ..., (^) 2 , (3) 

y de p ~ i no- rest os cuadraticos. 

En efecto, entre los restos del sistema reducido respecto del 
modulo p, son restos cuadraticos aquellos, y solo aquellos, que 
son congruentes con los cuadrados de los numeros (sistema 
reducido de restos) 

-2, -1, 1, 2 (4) 

es decir, con los numeros (3). Por otra parte, los numeros (3) 
no son congruentes entre si respecto del modulo p, puesto 

que de k 2 = l 2 ( mod. p), 0 , se deduciria, en 

contra de c, que a la congruencia x 2 == Z 2 (mod. p) la satis- 
facen cuatro de los numeros (4): x— —l, —k, k, l. 

e. Si a es un resto cuadratico respecto del modulo p, 
se tiene: 

p-i 

a 2 e= 1 (mod. p)\ (5) 

si a es un no-resto cuadratico respecto del modulo p, se tiene 

p-i 

a 2 = — 1 (mod. p). (6) 

En efecto, segun el teorema de Fermat, 

tf p_1 = 1 (mdd. p); (a 2 — f) (a 2 -j-l) =0(mod. p). 
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Uno de los factores del primer miembro de la ultima congruen- 
cia, y solo uno, es divisible por p (ambos factores no pueden 
simultaneamente ser divisibles por p, pues, en casocontrario, 
su diferencia 2 seria divisible por p). Por lo tanto, se verifica 
una de las congruences (5) y (6), y solo una. 

Pero todo resto cuadratico a satisface para cierto x a la con- 
gruence 

a = x 2 (mod. p) (7) 

y, por consiguiente, satisface tambien a la congruencia (5), 
la cual puede obtenerse elevando (7), termino a termino a 

la potencia . Ademas, los restos cuadraticos agotan 
todas las soluciones de la congruencia (5), puesto que, siendo 
esta de grado , no puede tener mas de soluciones. 
Por esto, los no-restos cuadraticos satisfacen a la ecuacion (6). 

§ 2. Simbolo a. Introduzcamos el simbolo de Legen- 

de Legendre dre j (se lee asi: simbolo de a con respec- 

to a p). Este simbolo se define para todos los numeros a que 
no son divisibles por p, y es igual a 1 , si a es un resto cuadra- 
tico, e igual a — 1 , si a es un no-resto cuadraitco. El numero a 
se llama numerador del simbolo y el numero p, denominador 
del mismo. 

b. En virtud de e, § 1, evidentemente, se tiene: 

(-J-) = a~(m6 d . p). 

c. Aqui deduciremos las propiedades principales del simbolo 
de Legendre y en el parrafo siguiente, las del simbolo de 
Jacobi (este es una genera lizacion del simbolo anterior), 
las cuales facilitaran el calculo rapido de dicho simbolo, 
y, por consiguiente, permitiran resolver el problema de la 
resolubilidad de la congruencia 

x 2 5B=a (mod. p). 
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d. Si a==aj(m6d. p), se tiene, (~jr) • Esta propie- 

dad se debe a que los numeros de una misma clase son 
simultaneamente restos o no-restos cuadraticos. 



En efecto, 1 — l 2 y, por lo tanto, 1 es un resto cuadra- 
tico. 

/ _l\ 

'• (VH - 1 * 2 • 

Esta propiedad se deduce de b para a— — 1. 

Como es p ar s j p es d e j a forma 4m + 1 y es impar 

si p es de la forma 4m + 3, de aqui se deduce que — 1 
es un resto cuadratico respecto del modulo p, si p es de 
la forma 4m 4-1) y es un no-resto cuadratico respecto del 
modulo p , si p es de la forma 4m + 3. 





En efecto, se tiene: 


p-i 


p-i p-i 


p-i 


(2j+) ip*''** 2 » ! •••( * - 


- (f) (!)••• (t) (m6d - p) ' 


de donde se deduce lo que se afirmaba. De aquf, como con- 
secuencia, resulta que 

o sea, en el numerador del sfmbolo de Legendre se puede 
despreciar cualquier factor cuadrado. 

h. Para deducir las propiedades ulteriores del sfmbolo de 
Legendre daremos primero otra interpretacion del mismo. 
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Haciendo Pi — ^-*-, consideremos las congruencias 

a • 1 setr^mod. p), 
a-2sse 2 r 2 (m6d. p), 

a- Pt — ®p/p, (mod. p), 

donde B x r x es el resto absolute* minimo de ax, r x es su 
modulo, de modo que e*==± 1. 

Los numeros a- 1, -a- 1, a- 2, — a*2, . . a-p u -a-pi for- 
man el sistema reducido de restos respecto del modulo p (c, § 5, 
cap. Ill); sus restos mlnimos absolutos son — e^, 
e 2 /' 2 ) — e 2 r 2 , e Pj r p —e Pi r Pj . Los positivos entre estos 
ultimos, es decir, r u r 2 , r Pj , tienen que coincidir con 
los numeros 1, 2, Pi(b, §4, cap. III). 

Multiplicando ahora las congruencias (1) y simplificando por 

1*2 . . . p i — rjT 2 •• . t p ^ . 

p-i 

obtenemos a 2 =seje 2 . . . e Pl (mod. p), de donde, (b), se 
tiene 

{~J~) = e * e 2 • * • e J>i* (2) 

i. Demos una forma mas terminada a la expresion hallada 
del simbolo de Legendre. Se tiene 

lo cual es par o impar segun que el resto minimo no nega- 
tivo del numero ax sea menor o mayor que y p, es decir, 

segun que sea e* = l o e*=— 1. De aqui, evidentemente, 
se tiene 
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por lo cual, de (2), hallamos: 


... 

(f • 

j. Suponiendo a impar, transformemos la ultima igualdad. 
Se tiene (a -f p es par) 


( 4 a + p \ 

( aJrp \ 

\ / 2a + 2p \ ( 2 J 

_ 2 

/ v p ) V p ) 

V p / 


21 

(-!)*=* 


(a-fp)aB 


= (-!> 


p, Pl 

2 !-?-]+ 2 * 


i*=i 


3C=1 


de donde 


V f 1 ■ p 8 - 1 

(tHtH-'*-' ’ * 


(3) 


La formula (3) nos permitira deducir dos propiedades muy 
importantes del slmbolo de Legendre. 

k. 

„ pi - 1 


Es consecuencia de la formula (3) para a= 1. 

Pero p puede expresarse en la forma p = 8tn s, donde s 

es uno de los numeros 1, 3, 5, 7. Ademas — = 8m 2 + 

s 2 J 

+ 2 ms -1 — g— , siendo este numero par si s — 1 6 s = 7 e 

impar si s = 3 6 s = 5. Por lo tanto, el numero 2 es un 
resto cuadratico respecto del modulo p si p es de la forma 
8m +1 o de la forma 8m +7 y es un no-resto cuadratico 
respecto del modulo p si p es de la forma 8m -f- 3 o de la 
forma 8m + 5. 
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1. Si p y q son primos impares , se tiene ( ley reciproca dc 
los restos cuadraticos). 

Como es impar solamente cuando ambos numeros p 

y q son de la forma 4m + 3, y es par si al menos uno de 
estos numeros es de la forma 4m + 1, la propiedad senalada 
se puede formular ash 

Si ambos numeros p y q son de la forma 4m + 3, se tiene: 

(*)—(*)« 

si al menos uno de ellos es de la forma 4m 1-1. se tiene: 

(f)-(f)- 

Para llevar a cabo la demostracion, observese que, en vir- 
tud de k, la formula (3) toma la forma 

pi 

, v S If 1 

(f)-(-ir 1 • (4) 

Haciendo ahora •= q t , consideremos los pares de 

numeros que se obtienen cuando en las expresiones qx, py 
los numeros x e y recorren, independientemente uno del 
otro, los sistemas de valores 

x — 1,2 pi, y= 1,2 q t . 

Nunca puede ocurrir que sea qx = py, puesto que de esta 
igualdad se deducirla que py es multiplo de q, lo cual es 
imposible, puesto que (p, q) = (y,q) = 1 (ya que 0 < y < q). 
Por lo tanto, se puede hacer pfly = Si + S 2 , donde Si es 
el numero de pares con qx < py y S 2 es el numero de pares 
con py < qx. 
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Evidentemente, S t es tambien el numero de pares con 
x<.£j-y. Aqul, para cada y dado se puede tomar jc = 1 , 


y \ ( Como ?*<y- se tiene [-J- y] 

<p t ) . Por consiguiente, 

s,=2 ["f y\ 

v = 1 

De un modo analogo, nos convencemos de que 

*-5 [**]• 

*=1 

Pero entonces, segun la igualdad (4), se tiene 

(f)-(-D s ‘. (f)-(-D S! , 

por lo cual, 

(7) (f)=(-') s ' +& =(- 1)*- 1 , 

de donde se dedut e la propiedad indicada. 




§ 3. Simbolo a. Para conseguir mayor rapidez en el 

de Jacobi calculo del simbolo de Legendre, se 

considera el simbolo mas general de Jacobi. Sea P impar, mayor 
que la unidad, y sea P = p t p 2 . . . p r su descomposicion en 
factores primes (entre ellos tambien puede haber iguales). 
Supongamos tambien que (a, P) — 1. Entonces el simbolo de 

Jacobi se define por la igualdad l ) 

(jM*) (*)•••(£)• 

1) En el segundo miembro, denota el simbolo de Legendre. 

Por lo tanto, para P primo, los simbolos de Jacobi y de Legendre 
coinciden (jV. del T .)♦ 
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Las propiedades conocidas del simbolo de Legendre permiten 
establecer las propiedades analogas para el simbolo de Jacobi. 

b. Si a = a t (mod. P), se tiene . 

En efecto, 

(*)-(*-) (*)•••(£)-(*) (*)••■ 

puesto que a, siendo congruente con respecto del modulo P, 
es tambien congruente con a i respecto de los modulos p u 
p 2 , ■ • Pr, ya que estos son divisores de P. 



En efecto, 


W-(±)(±) •••(£) -'- 

«• (^) = (-D^. 

Para demostrar esto, observese que 

P ,- 1 P,”i P r ~ i 

1 — i u . .-I — l 

= ( — 1) ! ^ (1) 

pero 

P — 1 Pip 2 ... p r — 1 
2 2 

(i+« a iF 1 ) ('+» fi f i ) - ( 1 + 2£l f i ) -> 

2 

en virtud de lo cual, de la formula (1) deducimos que 
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En efecto, 


.. ( a ) 

1 ( b \ 

( 1 \ 

■ \ p ) 

\ \ p) 

\p}' 

...is 

(ab ... 

is (ab ... l \ _ 

p J 

' V Pi 

1 ' ‘ ‘ V Pr 1 

■± ) 

{—) 

/_£_\ 

1 Pi 1 

■ ■ \ Pi 1 ' 

" \Pr) \ Pr) " # 


reuniendo los slmbolos que tienen iguales numeradores, se 
obtiene la propiedad en cuestion. De aquf resulla la conse- 
cuencia 

(abZ\ 




P2-1 


f . (t)-(-D 8 • 

En efecto, 

(r)-(jr)(i) •■•(£)- 

pf-i p|-i pj-i 


Pero 


--=(-!) 


8 1 8 


“+• * •+' 


( 2 ) 


P2-1 _ rfp}... p \- 1 
8 8 


('+* pj ir) (i+'^r 1 ) - ( l + 8 V -)- 1 

8 

= £LlI + £bJ. + . . . 4 £izJ. + 2iV, 


en virtud de lo cual, de la formula (2) deducimos que 


p »- i 




g. Si P y Q son niimeros impares positivos, primos entre 
si, se tiene 

P-l Q— 1 
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En efecto, supongamos que Q — q t q 2 . . . q, es la descomposi- 
cion de Q en factores primos (entre.estos, de nuevo puede 
haber iguales). Se tiene 

(•*)-(£)(£)•••(£) -nn(£)- 


a— 1 0=1 


= (-l) 


V V P( * 1 q ^~ i 
Zj Zj 2 ' 2 


a=l 0=1 


nn(*)- 


a=l 0=1 


Pero, de un modo semejante a lo que se hizo en d, hallamos 


P - T -='2 ^+ 2 ^. -^-=2 + 2 N 

a= 1 0=1 

en virtud de lo cual, la ultima formula implica que 


2N, -2=1-2 ^ + 2^0 


P-1 Q— 1 


Ejemplo. Como un ejemplo de calculo del simbolo de Le- 
gendre (ademas, a este lo vamos a considerar como un caso 
particular del simbolo de Jacobi) averiguemos si admite 
solucion la congruencia 

* 2 = 219 (mod. 383). 

Se tiene (aplicando sucesivamente las propiedades g, b, la 
consecuencia e, g, b, e, f, g, b, d): 

/219\ _ /383\ _ _ / 164 \ _ _ / 41 \ _ 

\383; \219/ “ \219/ _ V2I9/ “ 




por lo tanto, la congruencia considerada tiene dos soluciones. 
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§ 4. Caso a. Las congruencias de segundo grado 

de un modulo respecto de un modulo compuesto se 
compuesto estudian y resuelven de acuerdo a las indi- 
caciones del § 5, cap. IV. 

b. Comencemos con las congruencias de la forma 

x 2 ss a (mod. p «); a > 0, (a. p) — 1, (1) 

donde p es un numero primo impar. 

Haciendo f ( x ) — x 2 — a, se tiene /' (x) = 2x, y si x =■ 
= Xi (mod. p) es una solucion de la congruencia 

x 2 = a (mod. p), (2) 

entonces, en virtud de que (a, p) — 1 tambien (xi, p) = 1, 
y como p es impar, resulta (2xj, p) = 1, es decir, f' (x t ) no 
es divisible por p. Por lo tanto, para la busqueda de las solu- 
ciones de la congruencia (1) se pueden aplicar los razonamien- 
tos b, § 5, cap IV, proporcionando cada solucion de la con- 
gruencia (2) una solucion de la congruencia. (1). De lo expuesto 
deducimos que: 

La congruencia (1) tiene dos soluciones o ninguna, segun que 
el numero a sea un resto cuadratico o un no-resto cuadratico 
respecto del mddulo p. 

c. Consideremos ahora la congruencia 

x 2 s a (mod. 2°); a > 0, (a, 2) = 1. (3) 

En este caso /' (xi) = 2xi es divisible por 2, por lo cual no 
pueden aplicarse los razonamientos expuestos en b, § 5, 
cap IV; estos deben modificarse del modo siguiente: 

d. Si la congruencia (3) admite solucion, entonces, como 
(a, 2) = 1, se tiene (x, 2) = 1; por consiguiente (k, § 2), 
x 2 — 1 es divisible por 8. Por esta razon, reduciendo la con- 
gruencia (3) a la forma 

(x 2 — 1) -f 1 == a (mod. 2°). 
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nos convencemos de que para que esta congruencia admita so- 
lucion es necesario que sea 

a = 1 (mod. 4) si a = 2; a = 1 (mod. 8) si a ^ 3. (4) 

e. Supongamos cumplidas las condiciones (4), examinemos el 
problema de la biisqueda de las soluciones y de la cantidad 
de ellas. 

En virtud de d, en tos casos en que a ^ 3, a la congruencia 
satisfacen todos los numeros impares. Por lo tanto, la con- 
gruencia x 2 = a (mod. 2) tiene una solucion: x = 1 (mod. 2) 
la congruencia x 2 = a (mod. 4) tiene dos soluciones: x==l; 
3 (mod. 4), la congruencia x 2 s= a (mod. 8) tiene cuatro solu- 
ciones: x = 1;, 3; 5; 7 (mod. 8). 

Para examinar los casos a = 4, 5, . . . es convergente reu- 
nir todos los numeros impares en dos progresiones aritme- 
ticas: 

x=±(1+4*3> (5) 

(1 +4^3-1 (mod. 4); -1 -4t 3 a — 1 s 3 (mod. 4)). 
Veamos cuales de los numeros (5) satisfacen a la congruencia 
x 2 a a (mod. 16). Obtenemos 

(1 -f 4f 3 ) 2 s=a (mod. 16), t 3 s=^l (mod. 2), 

4 = ^3 + 2f 4 , x — ± (1 + At' 3 8^ 4 ) =s ± (x 4 -f- 8/ 4 ). 

Veamos cuales de los ultimos numeros satisfacen a la congru- 
encia x 2 = a (mod. 32). Obtenemos 

(*4 + 8/ 4 ) 2 = a (mod. 32), t k — i\ + 2 t 3 , 
x — db (x 6 + 16/ 6 ), 

etc. De este modo, demostramos que para cualquier a > 3 los 
valores x que satisfacen a la congruencia (3) se expresan en la 
forma 

X = ± (X a + 2 a ~H a ). 

Estos valores x forman cuatro soluciones distintas de la con- 
gruencia (3) 

x = x a *. x a -t-2 a-t ; — * a ; — x a — 2“ _i (mod. 2 a ) 

7—1030 
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(respecto del modulo 4, las dos primeras son congruentes con 
1 y las dos ultimas con — 1). 

Ejemplo. La congruencia 

x a s 57 (mod. 64) (6) 

admite cuatro soluciones, puesto que 57 = 1 (mod. 8). Expre- 
sando x en la forma x = ± (1 + 4/ 3 ), obtenemos 

(1 + 4 t 3 ) 2 = 57 (mod. 16), 8t 3 = 56 (mod. 16), 
t 3 == 1 (mod. 2), t 3 = 1 + 2/*, x = ± (5 + 8f 4 ), 

(5 + 8/ 4 ) a = 57 (mod. 32), 5-16f 4 = 32 (mod. 32), 
ti = 0 (mod. 2), t t — 2/ 5 , x = ± (5 + 16/j), 

(5 + 16f 5 ) a s 57 (mod. 64), 5 -32 / 5 = 32 (mod. 64). 

U a 1 (mod. 2), / 5 = 1+2 it, x = ± (21 + 32/„). 

Por lo tanto, las soluciones de la congruencia (6) son: 
x 5s ± 21; ±53 (mod. 64). 

f. De c, d y e se deduce que: 

Para la congruencia 

x 2 = a (mod. 2°); (a, 2) = 1 

las condiciones necesarias de resolubilidad son: a = 1 (mod. 4) 
si a = 2, a == 1 (mod. 8) si a ^ 3. Si se cumplen estas condi- 
ciones, el numero de soluciones es igual a: 1 si a = 1; 2 st 
a = 2; 4 st a ^ 3. 

g. De b, f y a, § 5, cap IV se deduce que: 

Para la congruencia de la forma general 

x 2 == a (mod. m); m - 'Fp'iPi . . . Pk k \ ( a » m ) = l 

las condiciones necesarias de resolubilidad son: 

as 1 (mod. 4) si a — 2, a s 1 (mod. 8) si a>3, 

(*)-'• (*)-' (*)-'• 

St se cumplen todas estas condiciones , e/ numero de soluciones 
es igual a: 2 k si a = 0 y st a = 1 ; 2 ft+1 st a = 2; 2 ,i+2 st a >3. 



PREGUNTAS REFERENTES AL CAP. V 99 


Preguntas referentes al capttalo V 

A continuacion, la letra p denotara siempre un numero primo 
impar. 

1. Demostrar que la btisqueda de las soluciones de una con- 
gruence de la forma 

ax 2 -f bx + c == 0 (mod. m), (2 a, m) = 1, 

se reduce a la biisqueda de las soluciones de una congruence 
de la forma x 2 = q (mod. m). 

2. a. Aplicando e, § 1 , hallar las soluciones de la congruence 
(en caso de que ello sea posible) 

a* == a (mod. p); p = 4m + 3. 

b. Aplicando b y k, § 2, indicar un metodo para buscar las 
soluciones de las congruences de la forma 

r'sa (mod. p); p = 8m + 5. 

c. Indicar el metodo mas sencillo posible para buscar las 
soluciones de las congruences de la forma 

x 2 = a (m6d. p); p = 8m + 1, 

si se conoce un ntimero N que es un no-resto cuadratico res- 
pecto del modulo p. 

d. Aplicando el teorema de Wilson, demostrar que las solu- 
ciones de la congruence 

x 2 + 1 = 0 (mod. p); p = 4m + 1 
son 

x = ± I *2 ... 2m (mod. p). 

3. a. Demostrar que la congruence 

a* + 1 = 0 (mod. p) (1) 

admite solucion cuando, y s61o cuando, p es de la forma 
4m + I; la congruence 

a 1 + 2 = 0 (m6d. p) 


( 2 ) 
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admite solucion cuando, y solo cuando, p, es de la forma 
8m + 1 6 8m + 3; la congruencia 

x* + 3 = 0 (mod. p) (3) 

admite solucion cuando, y solo cuando, p es de la forma 
6m + 1. 

b. Demostrar que la cantidad de numeros primos de la for- 
ma 4m 4- 1 es infinita. 

c. Demostrar que la cantidad de numeros primos de la forma 
6m -f 1 es infinita. 

4. Supongamos que, dividiendo a los numeros 1,2 p— 1 

en dos conjuntos, de modo que el segundo contenga al menos 
un numero, se tiene: 

el producto de dos numeros de un conjunto es congruente 
respecto del modulo p con un numero del primer conjunto, 
mientras que el producto de dos numeros de distintos conjun- 
tos es congruente respecto del modulo p con un numero del 
segundo conjunto. Demostrar que esto ocurre cuando, y solo 
cuando, el primer conjunto consta de los restos cuadrati- 
cos y el segundo, de los no-restos euadraticos respecto del 
modulo p. 

5, a. Deducir la teoria de las congruencias de la forma 

x 2 s a (mod. p°); (a, p) — 1, 

expresando a y x en el sistema de numeracion de base p. 
b. Deducir la teoria de las congruencias de la forma 
x ! sa (mod. 2°); (a, 2) = 1, 

expresando ayxen el sistema de numeracion de base 2. 

8. Demostrar que las soluciones de la congruencia 
x 2 = a (mod. p“); (a, p) — 1, 

son x si +PQ' (mod. p a ), donde 

„ (*+y5)“ + (z-Va) a n _( 2 + Va)°-U-y?) a 

P== 2 ’ V 2Va 

z 3 = a (mod. p), QQ' s= 1 (mod. pP). 
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7. Indicar un metodo de resolucion de la congruencia x* = 
= 1 (mod. m), que se base en la circunstancia de que la 
congruencia expuesta es equivalente a la siguiente: 
(x — 1) (x + 1) s 0 (mod. m). 

8. Sea j -) =0 si (a, p) = p. 

a. Siendo ( k , p) = l, demostrar que 

x=0 

b. Supongamos que cada uno de los numeros e y -rj tiene 
uno de los valores ± 1, T es la cantidad de pares x, x f 1, 

con la condicion (y) = c, — donde x=l, 2, ... 

. . . , p — 2. Demostrar que 

c. Supongamos que ( k , />) = 1, 

at y 

donde x e y recorren las sucesiones crecientes, formadas 
por X e Y restos, respect ivamente, del sistema completo 
respecto del modulo p. Demostrar que 

\S\<VXYp. 

Para la demostracion se debe aplicar la desigualdad l ) 

f- 

* y 

x ) Esta desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad bien conocida: 

(23 23 4 - 


(tf. del T.). 
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d. Sea Q entero, 1 < Q < p, 

S-SSS;S.. S^)- 

x=0 r=0 

a) Demostrar que S — (p — Q) Q. 

|1) Sea X constante; 0 < X < 1. Demostrar que la cantidad T 
de numeros de la sucesion x = 0, 1, . . ., p — 1, para los 
cuales no se cumple la condicion S* ^ Q °* 5 +°* 5 \ satisface a 
la condicion T < pQ -x . 

Y) Sea M entero, Q.= \V~p\, 0 < Al, M + 2Q < p. Demos- 
trar que en la sucesidn 

M, M + 1 M + 2Q—1 

hay un no-resto cuadratico respecto del modulo p. 

9, a. Demostrar que el numero de expresiones de un entero 
m > 1 en la forma 

m = x* + y % , (x, y) — 1, x > 0, y > 0 (1) 

es igual al numero de soluciones de la congruencia 

z 3 + 1 = 0 (m6d. m). (2) 

Para la demostracion, hacer x—V"m, utilizar la expresion 
de cc = — segfin el teorema de la pregunta 4, b, cap. I, 

tn 

y considerar la congruencia que se obtiene al multiplicar 
termino a termino (2) por Q 2 . 

b. Sea a uno de los numeros 2 y 3. Demostrar que el mimero de 
expresiones de un numero primo p, con la condicion p>a, 
en la forma 

p — x 2 + ay 2 , x > 0, y > 0, (3) 

es igual a la mitad del nfimero de soluciones de la congruencia 
2 * + a = 0 (mod. p). (4) 

c. Sea p de la forma 4m + 1, (k, p) — 1, 
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Demostrar que 

a) S(k) es un numero par. 

P) S(*/*)=(i-)S(A). 

Y) Si (■£■) = 1, (—) = — !, se tiene (comparese con la 
pregunta a) 

P= (4-5(r)) 2 +(y 5 («)) 2 - 

10. Sea D un entero positivo que no sea el cuadrado de un 

numero entero. Demostrar que: 

a. Si para un entero dado k, satisfacen a la ecuacion 

= k 

dos pares de numeros enteros x = x it y = y t y x = x 2 , y = y 2 , 
entonces a la ecuacion 

X 2 — DY % = k 2 


satisfacen los numeros enteros X, Y que se determinan por 
la igualdad (el signo ± se elige arbitrariamente) 

X + Y VD^ixi+yiVD) (x 2 ± y 2 V D). 

b. La ecuacion (ecuacion de Pell) 

x 2 — Dy 2 = 1 (1) 

es resoluble en numeros enteros positivos x, y. 

c. Si x 0 , yo es el par de numeros positivos x, y con el valor 
menor de x (o, lo que es equivalente, con el valor menor 
de x + y VD), que satisface a la ecuacion (1), entonces todos 
los pares de numeros positivos x, y que satisfacen a esta 
ecuacion, se determinan por la igualdad 

x + yVD = (x 0 + y 0 VD ) T ; r=l,2, ... (2) 


11, a. Sea a un numero entero. 

"---S (£)«'■ ’• 


P-‘ 2ni — 


*=1 
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a) Siendo (a, p) = 1, demostrar que \U a , P \ — Vp- 
Para la demostraci6n, se debe multiplicar la suma U a , P por 
la conjugada que se obtiene al sustituir i por — i. Designando 
con las letras y x las variables de sumacion de la suma fun- 
damental y de la conjugada, respectivamente, se deben reunir 
aquellos terminos del producto en los que para un t dado 


o bien 


xi = xt (mod. p). 


(mod. p). 


P) Demostrar que 

l a \ t /„, p 

\J) ~W7' 

b. Sea m > 2, (a, m) = 1 , 

V 2ni — 

S a , m = 2 e m , 

x=0 


a) Demostrar que S a , P = U a> v (pregunta a). 

P) De los teoremas de las preguntas a) y a, a) se deduce 
que | S a , p | = Vp. Demostrar el siguiente aserto mas gene- 
ral: _ 

|S a , m | = /m, si /sal (m6d. 2), 

| S 0 , m | = 0, si mss 2 (mod. 4), 

| S 0> m | = V2m t si m a=0 (mod. 4). 


y) Sea m>l, 
Demostrar que 


(2/4, m)= 1, a = cualquier numero entero. 


m— 1 

I s« 


2 ni 


Ax*+ax 

m \ = Y m. 


12, a. Supongamos que m es un numero entero, superior 
a 1, z recorre Z numeros enteros dados, 2 denota una 

Z 

suma extendida a todos estos numeros. 
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a) Sea la funcion <I> (x) tal, que para cualquier a — 1,2, ... 
. . . , m — 1 se tiene 

« . at 

2 

Supongamos tambien que Af y Q son,enteros, 0<Af<Af-f 

4 Q<m, y que 2* denota una suma extendida solamente 
2 

a aquellos valor es de z que son congruentes con los nume- 
ros de la sucesion M, M 4- 1 , . . . , Af 4- Q — 1 respecto del 
modulo m. Demostrar que 

2 ' <I> (2) = 2 ^ < z ) •+ eA (In 

2 2 

donde J 0 1 < 1 , 6>0 siempre, 6>0,5 si m>12. fi>l 
si m>60. 

P) Supongamos que para cualquier a= 1, 2, 1 

se tiene 

I Zjti I 

IS* m l< Ao 
2 

y sea N un numero entero arbitrario. Entonces, para 

existe al menos un valor z que es congruente con uno de 
los numeros de la sucesion 

N-l, . . ., N —l, N, JV41, N-\- 1 

respecto del modulo m. 

b. Sean M y Q enteros, 0<At<Af4 

a). Demostrar que 

M+Q-l 

I S (j)\<V-plnp. 

M 

P) Sea R el numero de restos cuadraticos y N el nfimero 
de no-restos cuadraticos en la sucesidn Af. Af 4- 1 , . . . 
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. . . , M + Q — 1 • Demostrar que 

R = ^Q-\-jVp\np, N = ^Q-^Vp\np\ 1 6 ( < 1 - 


Y) Deducir la formula de la pregunta P) aplicando el teorema 
de la pregunta 1 1 , b, p) y el teorema de la pregunta a. 

6) Sea ( 2A , m) = 1, Af 0 y Qo son enteros, 0 < M 0 < M 0 + 
Qo ^ m. Demostrar que para m > 60 


Mo+Qo-l 

I s 


X—Mq 


e 2nt m \<y m\r\m. 


Ax* 


p) Supongamos que ( A , p) = 1, Af 0 y Q 0 son enteros, 
0<M 0 <M 0 + Q 0 <Cp y T denota la cantidad de numeros 
de la sucesion Ax 2 , x — M 0 , Af 0 + 1 , . . Af 0 4-Q 0 — 1, que 
son congruentes con los numeros de la sucesion M, 
Af-f-1, . . M + Q— 1 respecto del modulo p. Demostrar 
que para 60 

inp) 2 . 


c. Deducir las formulas de la pregunta b, P> examinando 
la suma 

p- 1 p- 1 M+Q- 1 M+Q— i j a (x-av) 

32 2 2 (■?■)« “• 

a=l a= 1 x=M 


Ejerciclos numtrlcos referentes al capltulo V 

1, a. Sefeiense los restos cuadraticos entre los restos del sistema 
reducido respecto del modulo 23. 

b. Sen£lense los no-restos cuadrlticos entre los restos del sistema 
reducido respecto del m6dulo 37. 

2, a. Aplicando e, § 1, indicar el ntimero de soluciones de las con- 
gruences 

a) Jt 1 ® 3 (m6d. 31); p) x* = 2 (mod. 31). 
b. Indicar el nfimero de soluciones de las congruences 
a) X* a. 5 (m6d. 73); p)* x* m 3 (m6d. 73) 
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3, a. Calculando el simbolo de Jacobi, indicar el numero de solu- 
ciones de las congruencias 

a) x 2 » 226 (m6d. 563); p) x 2 » 429 (m6d. 563). 
b. Indicar el numero de soluciones de las congruencias 

a) x 2 3=5 3 766 (mod. 5 987); p) x* = 3 149 (mod. 5 987). 

4, a. Aplicando los metodos de las preguntas 2, a; 2, b;2, c resolver 
las congruencias 

a) x 2 es 5 (mod. 19); P) x 2 = 5 (mod. 29); y) x 2 - 2 (mod. 97). 
b. Resolver las congruencias 

a) x 2 S3 2 (mod. 311); P)x 2 s3 (mod. 277); y) x 2 ^ll (mod. 353). 

5, a. Resolver la congruencia x 2 ss 59 (mod. 125) aplicando los 
metodos: 

a) b, § 4; p) de la pregunta 5, a; y) de la pregunta 6. 
b. Resolver la congruencia x 2 s91 (mod. 243). 

6 t a. Resolver la congruencia x 2 s 41 (mod. 64) aplicando los meto'dos: 

a) e, § 4; P) de la pregunta 5, b. 

b. Resolver la congruencia x 2 s 145 (m6d. 256). 



CAPITULO SEXTO 


Raices primitivas e indices 


§ 1. Teoremas a . si (a, m) = 1, existen enteros positi- 
generales vos y con la condicion a? = 1 (mod. m), 

por ejemplo (segfin el teorema de Euler), y — <p (m). El menor 
de ellos se llama exponente, al cual pertenece el numeroa res- 
pecto del mddulo m. 

b. Si a pertenece al exponente 6 respecto del mddulo m, los 

numeros 1 = a 0 , a 1 a 6-1 no son congruentes entre si 

respecto del mddulo m. 

En efecto, si fuese a' == a h (m6d. m), 0 ^ k < l < 6 resul- 
taria que d~ h = 1 (mod. m), siendo 0 < / — k < 6, lo cual 
contradice a la definicion de 8. 

c. Si a pertenece al exponente 8 respecto del mddulo m, entonces 
ay = ay' (mod. m) cuando, y solo cuando, y = y' (mod. 6); 
en particular (si y' — 0), ay s= 1 (mod. m) cuando, y sdlo 
cuando, y es divisible por 6. 

En efecto, sean r y r t los restos no negativos minimos de los 
numeros y y y' respecto del modulo 8; entonces, para ciertos 
enteros q y q u se tiene y = 6q + r, y' = dq t + r x . De aqui, 
en virtud de que a 6 = 1 (mod. m), results que 

ay = (a 6 ) 9 a T sb a r (mod. m), 

af — (a 6 )’ 1 a T ’* mm. a r i (mod. m). 

Por lo tanto, ay — ay 1 (m6d. m) cuando, y sdlo cuando, a T = 
s a n (m6d. m), es decir, (b), cuando r — r t . 
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d. Como a * <m) = 1 (mod. m), de c (y' = 0) se deduce que 
<P (m) es divisible por 6. Por consiguiente, los exponentes a los 
cuales pertenecen los numeros respecto del mddulo m, son divi- 
soresde <p (m). El mayor entre estos divisores es el mismo 
numero <p (m). Los numeros que pertenecen al exponente <p (m) 
(si tales existen) se llaman raices primitivas respecto del md- 
dulo m. 

§ 2. Raices a. Sea p un numero primo impar ya> 1. 
primitivas Demostremos la existencia de raices pri- 

respecto de mitivas respecto de los modulos p° y 2 p“. 
y Sj5®***°* b. Si x pertenece al exponente ab respecto 
del modulo m, entonces x“ pertenece al 
exponente b. 

En efecto, supongamos que x a pertenece al exponente 6. 
Entonces (x“ 4 ) = 1 (mod. m), de donde x* 6 = 1 (mod. m); 
por lo tanto (c, § 1), ad es divisible por ab, es decir, 6 es 
divisible por b. Por otra parte, x" 6 = 1 (mod. m), de donde 
(x a ) b = 1 (mod. m); por consiguiente (c, § 1), b es divisible 
por .6. Por lo tanto, 6 = b. 

c. Si x pertenece al exponente a e y pertenece al exponente b 
respecto del modulo m, y (a, b) — 1, entonces xy pertenece al 
exponente ab. 

En efecto, supongamos quexi/ pertenece al exponente 6. Enton- 
ces (xy) 6 s 1 (mod. m). De aqul resulta que x 64 tf 6 = 
= 1 (mod. m) y (c, § 1) = I (mod. m). Por lo tanto 

(c, § 1), 66 es divisible por a, y como (b, a) — 1, 6 es divisi- 
ble por a. Del mismo modo hallamos que 6 es divisible por 
b. El numero 6, siendo divisible por a y por b, y teniendo en 
cuenta que (a, b) = 1 , es tambien divisible por ab. Por otra 
parte, de (xy) a6 = 1 (mod. m) se deduce (c, § 1) que ab es 
divisible por 6. Por lo tanto, 6 = ab. 

d. Existen raices primitivas respecto del mddulo p. 

En efecto, sean 

6j, 6 2 , . . ., 6 f 


( 1 ) 
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todos los exponentes distintos a que pertenecen los numeros 1 , 
2, . . (p— 1) respecto del modulo p. Supongamos que t es el 

mlnimo comun multiplo de estos exponentes y que x = 
= (fti t fit . . . qfth es su descomposicion canonica. Cada factor 
qf» de esta descomposicion divide al menos a uno de los nume- 
ros 6j de la sucesion (1), el cual, por consiguiente, puede 
expresarse en la forma; 6, = aq F*. Sea £,• uno de los numeros 

de la sucesion 1,2 p — 1, pertenecientes al exponente 

8j . Segun b, el numero q } - = pertenece al exponente 
y se g^n c, el producto g— q t q 2 . . . pertenece al expo- 
nente iff* q% 2 . . . < 7 ** = x. 

Pero, como todos los numeros (1) dividen a x, todos los 
numeros 1, 2, . . p — 1 sonsoluciones (c, § 1) de la congruen- 
ce x x 55 1 (mod. p); por esta razon, en virtud de c, § 4, 
cap. IV, se tiene, p — 1 ^ x. Pero (d, § I) x es un divisor 
del numero p — 1. Por lo tanto, x = p — 1 y g es una raiz 
primitiva. 

e. Sea g una raiz primitiva respecto del modulo p. Se puede 
senalar un numero t de modo que el numero u que se determina 
por la igualdad (g + p/) p_1 = 1 + pu no sea divisible por p. 
El numero correspondiente g + pt es una raiz primitiva respecto 
del modulo p* para cualquier a > 1 . 

En efecto, se tiene 

gr>-i=l + pT 0 , 

(g + ptf' 1 = 1 + P(Tq— g p ~*t + pT) =-- 1 + pu, (2) 

donde u, simultaneamente con t, recorre el sistema completo 
de restos respecto del modulo p. Por lo tanto, se puede indi- 
car un numero t de modo que u no sea divisible por p. Para tal 
valor t, de (2) se deduce tambien que 

(g + P0 p ' p - 1) = ( 1 + pu? = 1 + P 2 « 2 , 

(g + P0 p * ip " 1) = ( 1 + PV = 1 + p 3 « 3 , 
donde u z , u 3 , ... no son divisibles por p. 
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Supongamos que g + pt pertenece al exponente 6 respecto 
del mddulo p* Entonces 

(g + P*) 6ss 1 (mod. p°). (4) 

De aqui que (g -f- pO a = 1 (mod. p); por consiguiente, 6 es un 
multiplo de p — 1, y como 6 divide a q> (p®) = p° _1 (p — 1) 
se tiene que 6 = p r_1 (p — 1), donde r es uno de los mime- 
ros 1, 2, . . a. Sustituyendo el primer miembro de la con- 
gruencia (4) por su expresion de la igualdad correspondiente 
de (2) y (3), resulta ( u — Ui): 

l+p'Krsl (mod. p“), p' = 0 (mod. p«), r = a, fl = <p(p«), 

es decir, g + pt es una raiz primitiva respecto del modu- 
lo p«. 

f. Sea gi una raiz primitiva respecto del mddulo p“, donde 
a > 1. Entonces, el impar entre los numeros gi y gt + fP> es 
una raiz primitiva respecto del mddulo 2p“. 

En efecto, es obvio que cualquier numero impar x que satis- 
faga a una de las congruences = 1 (mod. p°) y = 
s 1 (mod. 2p a ) satisface tambien a la otra. Por lo tanto, 
como <p (p“) = <p (2p a ), cualquier impar x que sea una raiz 
primitiva respecto de uno de los modulos p“ y 2p“ es tambien 
una raiz primitiva respecto del otro. Pero, entre las dos raices 
primitivas gi y gi + p“ respecto del modulo p“, una de 
ellas es, inevitablemente, impar, por consiguiente, esta sera 
tambien una raiz primitiva respecto del modulo 2 p®. 


§ 3. B&squeda Las raices primitivas respecto de los 
de ' las raices modulos p® y 2p“, donde p es un numero 

respecto primo impar y a>l, pueden buscarse 

rfc /os mddulos aplicando el siguiente teorema general: 
p a y 2p a Sea c = <p (m) p scan q u qz, . . qn los 

divisores primos distintos del numero c. Para que un numero g, 
que es primo con m, sea una raiz primitiva respecto del mddulo 
m, es necesario y suficiente que este numero g no satisfaga a nin - 
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guna de las congruencias. 

e e 

g 9t ss 1 (m6d. m), (mod. m), ... ., 

C 

* ’ •’ g q k s= 1 (mod. m). (1) 

En efeeto, si g es una raiz primitiva, este pertenece al expo- 
nente c y., por consiguiente, no puede satisfacer a ninguna 
de las congruencias (1). 

Reciprocamente, supongamos que g no satisface a ninguna 
de las congruencias (1). Si el exponente fl, al cual pertenece g, 
fuese menor que c, entonces, designando con la letra q 

alguno de los divisores primos de -g-, tendriamos que 

C 

■j-=qu, y = g q 35 1 (mod. p), lo cual contradice a la 

hipotesis hecha. Por lo tanto, 8 = c y g es una raiz primitiva. 

40 

Ejemplo 1. Sea m = 41. Se tiene <p (41) = 40 = 2 3 -5, -g- = 

40 ^ 

= 8, y = 20. Por consiguiente, para que un numero g, no 

divisible por 41, sea una raiz primitiva respecto del modu- 
lo 41, es necesario y suficiente que este numero g no satisfaga 
a ninguna de las congruencias 

g 8 = 1 (mod. 41), g*° s 1 (mod. 41). (2) 

Ensayando los numeros 2, 3, 4, . . ., hallamos (respecto del 
modulo 41): 

2® e 10, 3* si, 4*sl8, 58sl8, 68=10, 

22® si, 42® = 1, 520=1, 620 = 40. 

Vemos, pues, que los numeros 2, 3, 4, 5 no son raices primi- 
tivas, puesto que cada uno de ellos satisface al menos a una de 
las congruencias (2). El numero 6 es una raiz primitiva, pues 
no satisface a ninguna de las congruencias (2). 

Ejemplo 2. Sea m = 1 681 = 41 2 . En este caso tambien se 
podria buscar una raiz primitiva aplicando el teorema general. 
Sin embargo, la hallaremos rpas facilmente aplicando el 
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teorema e, § 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 1) que el 
numero 6 es una raiz primitiva respecto del modulo 41, 
hallamos: 

6 40 = 1 + 41 (3 + 41/), 

(6 + 41/) 40 — 1 + 41 (3 + 41/ — 6 s9 / + 41T) = 1 + 41u. 

Para que u no sea divisible por 41, es suficiente tomar / = 0. 
Por ello, se puede tomar por raiz primitiva respecto del 
modulo 1 681 el numero 6 + 41-0 = 6. 

Ejemplo 3. Sea m = 3 362 = 2-1 681. En este caso tambien 
se podria buscar una raiz primitiva aplicando el teorema 
general. Sin embargo, la hallaremos mas facilmente aplican- 
do el teorema f, § 2. Teniendo en cuenta (ejemplo 2) que el 
numero 6 es una raiz primitiva respecto del modulo 1 681, 
se puede tomar por raiz primitiva respecto del modulo 3 362 
el numero impar entre los numeros 6, 6 + 1 681, o sea, el 
numero 1 687. 

§ 4 . Indices a. Supongamos que p es un numero primo 
respecto t impar, a > 1; m es uno de los numeros pP 

l° s J n °d' a 'l os y 2 pP\ c = (f (m), g es una raiz primitiva 
P 9 P respecto del modulo m. 

b. Si y recorre los restos no negativos minimos y — 0, 1, . . ., 
c — 1 respecto del modulo c, entonces gf recorre el sistema redu- 
cido de restos respecto del modulo m. 

En efecto, g? recorre c numeros que son primos con m y que, en 
virtud de b, § 1, no son congruentes entre si respecto del 
modulo m. 

c. Para los numeros a que son primos con m introduciremos 
el concepto de indice, el cual represents una analogia del 
concepto de logaritmo; en este caso, la raiz primitiva desem- 
pena un papel similar ai de la base de los logaritmos. 

Si 


8- 108(1 


a = g y (mod. m) 
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(se supone que y ^ 0), el numero v se llama indice del numero 
a, respecto del modulo m, de base g y se designa con la nota- 
cion y — ind a (mas exactamente y = ing ? a). 

En virtud de b, todo a que sea primo con m admite un indice 
unico y' entre los numeros de la sucesion 
Y = 0, 1, . . c — 1. 

Una vez conocido y' , se pueden senalar tambien todos los 
indices del numero a; segun c, § I, estos seran todos los nume- 
ros no negativos de la clase 

Y = y" (mod. c). 

De la definicion de indice dada se deduce inmediatamente que 
los numeros que poseen un indice dado y forman una clase de 
numeros respecto del modulo m. 

d. Se tiene 

indab . . . I ss inda-f indb-f . . . + ind/ (mod. c) 
y, en particular, 

ind a n s= n ind a (mod. c ). 

En efecto, 

assg ,nda (mod. m), b=sg lnib (mod. m), ... 

. . ., / = g lndi (mod. m), 

de donde, multiplicando, hallamos 

ab ... I = glnda+indb+ . . . +indl ( m 6d. m). 

Por consiguiente, ind a + ind b + . .. + ind / es uno de los 
indices del producto ab ... 1. 

e. . Debido a las aplicaciones practicas de los indices, para 
cada modulo p (claro, no muy grande) se han compuesto 
tablas de indices. Estas son dos: una para hallar el indice de un 
numero dado, otra para hallar los numeros por el indice. 
Las tablas contienen los restos no negativos minimos de los 
numeros (el sistema reducido) y sus indices minimos (el 
sistema completo) respecto de los modulos p y c — <p (p) — 

p — 1 , respectivamente. 
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Ejemplo. Formemos las tablas indicadas para el modulo p — 
= 41. Anteriormente se demostro (ejemplo 1, § 3) que el 
numero g = 6 es una raiz primitiva respecto del modulo 41; 
tomemoslo por base de los Indices. Hallamos (las congruences 
se toman respecto del modulo 41): 


6°S= 1 

6 8 =10 

6 18 =18 

6 24 = 16 

6 32 = 37 

III 

05 

6 8 = 19 

6 17 = 26 

6 28 = 14 

6 s3 =17 

Oi 

to 

ni 

CO 

CD 

6 10 ss 32 

6 18 = 33 

6 M = 2 

6 34 = 20 

6 3 = 11 

6” = 28 

6 19 = 34 

6 27 = 12 

6 38 = 38 

6 4 e= 25 

6 12 = 4 

6 20 = 40 

6 28 = 31 

6 s8 = 23 

CN 

III 

to 

CD 

6 13 = 24 

6 21 = 35 

6 28 = 22 

6 37 = 15 

6 8 = 39 

6 14 = 21 

6 22 = 5 

6 30 = 9 

6 38 = 8 

6 7 = 29 

6 16 = 3 

6 23 = 30 

6 31 s= 13 

fi 39 = 7, 


por lo tanto, las tablas indicadas son: 


N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

I 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 


0 

26 

15 

12 

22 

1 

39 

38 

30 

0 

1 

6 

36 

11 

25 

27 

. 

29 

10 

19 

1 

8 

3 

27 

31 

25 

37 

24 

33 

16 

9 

1 

32 

28 

4 

24 

21 

3 

18 

26 

33 

34 

2 

34 

14 

29 

36 

13 

4 

17 

5 

11 

7 

2 

40 

35 

5 

30 

16 

14 

2 

12 

31 

22 

3 

4 

23 

20 

28 

10 

18 

19 

21 

2 

32 

35 

6 

3 

9 

13 

37 

17 

20 

38 

23 

15 

8 

7 


Aqui el numero de la fila denota las decenas y el numero de la 
columna denota las unidades del numero (del indice). En 
la casilla que es comun para la fila y columna indicadas viene 
colocado el indice (el numero) correspondiente. 

Por ejemplo, el ind 25 se halla en la casilla de la primera 
tabla que es comun a la fila que posee el numero 2 y a la 
columna que posee el numero 5, es decir, ind 25 = 4. El 
ntimero cuyo indice es 33 se halla en la casilla de la segunda 
tabla que es comun a la fila que posee el numero 3 y a la 
columna que posee el numero 3, es decir, 33 = ind 17. 

8* 
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§ 5. Consecuen- 
cias 

de la teoria 

antecedente 


a. Supongamos que p es un numero primo 
impar; o> 1, m es uno de los numeros 
p“, 2 pP-, y, finalmente, c = cp (m). 

b. Sea ( n , c) = d\ entonces: 


1. La congruencia 

x n == a (mod. m) 


0 ) 


admite solucion (y, por consiguiente, a es un resto de grado n res- 
pecto del modulo m) cuando, y solo cuando, ind a es un mul- 
tiplo de d. 

Si la congruencia (1) es resoluble, esta admite d soluciones. 

2. En el sistema reducido de restos respecto del modulo m, el 

numero de restos de grado n es igual a -j. 

En efecto, la congruencia (1) es equivalente a la siguiente: 

n ind *= ind a (mod. c), (2) 

la cual admite solucion cuando, y solo cuando, ind a es un 
multiplo de d (d, § 2, cap IV). 

Si la congruencia (2) admite solucion, para el ind x se obtienen 
d valores incongruentes respecto del modulo c; a estos les 
corresponden d valores de x que son incongruentes respecto 
del modulo m. 

Por lo tanto, la afirmacion 1 es cierta. 

Entre los numeros 0, 1 , . . ., c — 1 , los cuales son los indi- 
ces minimos de los restos del sistema reducido respecto del 

modulo m, hay -j numeros que son multiplos de d. Por lo 

tanto, la afirmacion 2 es cierta. 

Ejemplo I. Para la congruencia 

*« = 23 (mod. 41) (3) 

se tiene (8, 40) = 8, y como ind 23 = 36 no es divisible 
por 8, la congruencia (3) es irresoluble. 

Ejemplo 2. Para la congruencia 

x n = 37 (mod. 41) 


( 4 ) 
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se tiene (12, 40)"= 4, y ind 37 = 32 es divisible por 4. 
Por lo tanto, la congruencia (4) es resoluble y admite 4 solu- 
ciones. Las soluciones indicadas se hallan del modo si- 
guiente. 

La congruencia (4) es equivalente a las siguientes: 

12 ind x = 32 (mod. 40), ind * = 6 (mod. 10). 

De aqui, para el ind x se hallan 4 valores incongruentes 
respecto del modulo 40: 

ind x = 6, 16, 26, 36, 

correspondiefitemente a lo cual se hallan 4 soluciones de la 
congruencia (4): 

x = 39; 18; 2; 23 (mod. 41). 

Ejemplo 3. Los numeros 

1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40, (5) 

-cuyos Indices son mult ip los de 4, son todos los restos bicua- 
draticos (o tambien todos los restos de cualquier grado n =12, 
28, 36, . . ., donde (/i, 40) = 4), que hay entre los restos posi- 
tives minimos respecto del modulo 41. La cantidad de nume- 
ros en la sucesion (5) es igual a 10 = ^. 

c. Junto con el aserto b, 1 es util el siguiente: 

El numero a es un resto de grado n respecto del modulo m cuan- 
do, y sdto cuando, 

C 

a d = 1 (mod. m). (6) 

En efecto, la condicion ind a = 0 (mod. d) es equivalente 
a la siguiente: -j- ind as 0 (mod. c). Por su parte, esta 

ultima es equivalente a la condicion (6). 

Ejemplo. En el teorema del § 3, la imposibilidad de la 

C 

congruencia = 1 (mod. m) es equivalente a la condicion 
de que g sea un no-resto de grado q respecto del modulo m. 
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En particular, la imposibilidad de la congruencia g 2 ss 
== 1 (mod. m) es equivalente a la condicion de que g sea 
un no-resto cuadratico respecto del modulo m (comparese 
con e, § 1, cap. V). 

d. 1 . El exponente 6, al cual pertenece a respecto del mddulo m, 
se determina por la igualdad (ind. a, c) — en particular, la 

pertenencia de a al conjunto de ralces primitivas respecto del 
mddulo m se determina por la igualdad (ind a, c) = 1. 

2. En el sistema reducido de restos respecto del modulo m, la 
cantidad de numeros que pertenecen al exponente 8 es igual 
a q> (8); en particular., la cantidad de raices primitivas es igual 
a <p (c). 

En efecto, 8 es el divisor mlnimo de c que satisface a la 
condicion a 6 = 1 (mod. m). Esta condicion es equiva- 
lente a 

8 ind a = 0 (mod. c), 


o sea, 


ind c = 0 


(mod. y) . 


Por lo tanto, 6 es el divisor menor de c para el cual y 
divide a ind a, de donde y es el divisor mayor de c que 
divide a ind a, es decir, y = (ind a, c). Por lo tanto, la 
afirmacion 1 es cierta. 

Entre los numeros 0, 1, ..., c— 1, los cuales son los 
indices minimos de los restos del sistema reducido respecto 


del modulo m, son multiplos de y los numeros de la forma 
yi /, donde y — 0, 1, ..., 8—1. La condicion (-y- c) = 


= y equivale a que sea (y, 8) = 1; a esta ultima condicion 
satisfacen <p(8) valores de y. Por lo tanto, la afirmacion 2 
es cierta. 
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Ejemplo 1. En el sistema reducido de restos respecto del modu- 
lo 41, los numeros que pertenecen al exponente 10 son aque- 
llos numeros a que satisfacen a la condicion (ind a, 40) = 

= yjj = 4, es decir, son los numeros 

4, 23, 25, 31. 

En total se tienen 4 = cp (10) numeros. 

Ejemplo 2. En el sistema reducido de restos respecto del 
modulo 41 son raices primitivas los numeros a que satisfacen 
a la condicion (ind a, 40) = 1, es decir, los numeros 
6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 
En total se tienen 16 = <p (40) raices primitivas. 

§ 6. Indices a. Para el modulo 2“ la teoria precedente 

respecto se sustituye por otra un poco mas com- 

del mbdulo 2“ plicada. 

b. Sea a — 1. Entonces 2“ — 2. Se tiene <p (2) = 1. Es una 

raiz primitiva respecto del modulo 2, por ejemplo, 1 = 

= —1 (mod. 2). El numero 1° - (—1)° = 1 forma el sistema 
reducido de restos respecto del modulo 2. 

c. Sea a = 2. Entonces 2“ = 4. Se tiene <p (4) = 2. Es una 

raiz primitiva respecto del modulo 4, por ejemplo, 3 = 

== — i (mod. 4). Los numeros ( — 1)° = 1, ( — l) 1 =3 (mod. 4) 
forman el sistema reducido de restos respecto del modulo 4. 

d. Sea a >3. Entonces 2“ >8. Se tiene ip(2“) = 2 a-1 
Facilmente se observa que en este caso no hay raices primi- 
tivas; mas exactamente: el exponente al que pertenece un 
numero impar x respecto del modulo 2 a no es superior a 
2 a “ 2 =-i-<p(2 a ). En efecto, se tiene 

x 2 = 1 + 8t it 
x 4 = 1 + 16/ 2 , 


* 2 “- 2 = 1 + 2 a 4- 2 = 1 (mod. 2“). 
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Ahora bien, existen numeros que pertenecen al exponente 
2“ -2 . Tal es, por ejemplo, el numero 5. En efecto, 

5=1 + 4, 

52 = 1 + 8+16, 

5 4 = 1 + 16 + 32« 2 , 


5 2 “ 3 =l+2 0C - , +2 a « o -3, 

de donde se ve que ninguna de las potencias 5 1 , 5 2 , 

5 4 , .... 5 2<x 3 es congruente con 1 respecto del modulo 2°\ 
Facilmente se observa que los numeros de las dos filas 
siguientes: 




s 2 *- 2 - 1 , 

s2 a-2_ 1 


forman el sistema reducido de restos respecto del modulo 2“. 
En efecto, en total se tienen 2 •2 <x_a = q> (2®) numeros; los 
numeros de cada fila por separado son incongruentes entre si 
respecto del modulo 2® (b, § 1); finalmente, los numeros de la 
fila superior son incongruentes con los de la inferior, puesto 
que, respecto del modulo 4, los primeros son congruentes con 
1 mientras que los segundos son congruentes con — 1. 
e. Para mayor comodidad en las investigaciones posteriores 
expresaremos los resultados b, c, d en una forma mas unifor- 
me, la cual valdra tambien para el caso a = 0. 

Sea 

c = 1 , c„ = 1 , si a = 0, 0 si a 1 ; 

c = 2, c Q = 2 a ~ 2 , si a >2, 

(por lo tanto, siempre cc 0 = 9 ( 2 “)) y supongamos que y y y 0 
recorren, independientemente uno del otro, los restos minimos 
no negativos 

y = 0, • • * , c 1 , Yo “ • • *1 Cq 1 

respecto de los modulos c y c 0 . Entonces ( — l)v 5vo recorre el 
sistema reducido de restos respecto del modulo 2®. 
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f. La congruencia 

(— l)v 5vo = (— l)v' 5 V ® (mod. 2®) (1) 

se verifica cuando, y s6lo cuando 

Y = y' (mod- c) Yo = Yo (mod. c 0 ). 

En efecto, para a — 0 el teorema es obvio. Por lo tanto, 

supongamos que a > 0. Sean r y r 0 los restos minimos no 

negatives respecto de los modulos c y c 0 para los numeros 

Y y Yo. y sean r' y r' los restos correspondientes para los 

numeros y' y Yo- Envirtud dec,§ 1 ( — 1 pertenecealexponentec 

mientras que 5 pertenece al exponente c 0 ), se verifica la 

congruencia (1) cuando, y solo cuando, ( — l) r 5 r# == 
/ 

=(— l) r< 5 * (mod. 2“), es decir, (en virtud de e) cuando 
r - r\ r 0 = r' 0 . 
g- Si 

a ==? ( — l) v 5 V0 (mod. 2“), 

el sistema y, Yo se llama sistema de Indices del numero a respecto 
del modulo 2 a . 

En virtud de e, todo a que sea primo con 2°^ (o sea, impar) 
admite un sistema unico de indices y'. Yo entre los cc 0 — 
— (jp (2“) pares de valores y, Yo indicados en e. 

Qinociendo el sistema y'. Yo se pueden indicar tambien todos 
los sistemas de indices del numero a; segun f, estos seran todos 
los pares y, Yo formados por las clases de numeros no negativos 

Y = Y' (mod. c), Yo - Yi (mod. c 0 )- 

De la definicion dada de sistema de indices se deduce inmedia- 
tamente que los numeros que poseen un sistema de indices 
dado y. Yo forman una clase de numeros respecto del modu- 
lo 2®. 

h. Los indices del producto son congruentes con las sumas de los 
indices de los factores respecto de los mddulos c y c 0 . 

En efecto, sean y (a), Yo (a)’. • • •; Y ( 0 . Yo (/) los sistemas de 
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indices de los numeros a, Se tiene 

a ... / = ( — 1 ) v (°) + •• • + v (0 5 vote)* ..+v#( 0 . 

Por consiguiente, y (a) + . . . + V (0. Vo (a) + • • • + Vo (0 
son los indices del producto a . . . 1. 


§ 7. Indices 
respecto 
de cualqnier 
modulo 
compuesto 


a. Sea m = 2V® 1 /?® 2 . . . p® h la descom- 
posicion canonica del numero m. Supon- 
gamos que c y c 0 denotan los valores 
indicados en e, § 6; c* = <p(p?«); g» es 


la raiz primitiva minima respecto del modulo p a \ 
b. Si 


a = (— 1) V 5 V0 (mod. 2®), 
a = (mod. p® 1 ), .... a = g* h (mod. p“ h ). 


el sistema y, y 0 , Vi> •••. Ya se llama sistema de indices del 
numero a respecto del modulo m. 

De esta definicion se deduce que Yi Yo es el sistema de 
indices del numero a respecto del modulo 2® y y lt . . . , ya 
son los indices del numero a respecto de los modulos 
p® 1 , . . ., p®*. Por ello (g, § 6; c, § 4), todo a que es primo 
con m (y que, por consiguiente, es primo con todos los 
numeros 2®, p® 1 , ..., p“ h ) admite un sistema unico de 

indices y', y' 0 , Yii •••) Ya entre los ccqCi ... c* — <p(m) sis- 
temas y, y 0 , y it . . . , ya Q ue se obtienen cuando y, y 0 - 
Y„ . . . , Yft recorren, independientemente uno de otro, los 
restos minimos no negativos respecto de los modulos c, c 0 , 
c t , ..., c k . Formando todos los sistemas y, y 0 , y u ..., Ya. 
compuestos por los numeros no negativos de las clases 

Y — Yi (mod. c), Yo — Yo (mod. c 0 ), 

YiSSYi ( m6d - c i)» •••» Ya = Ya (mod. c A ). 


se obtienen todos los sistemas de indices del numero a. 

Los ntameros a que poseen un sistema dado de indices y, y 0 , 
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Yi Yft pueden hallarse resolviendo el sistema (1) y, por 

consiguiente (b, § 3, cap. IV), forman una clase de numeros 
respecto del modulo m. 

c. Como los Indices y, y 0 , y lt . . . , y A del niimero a res- 
pecto del modulo m son los Indices del mismo respecto de 
los modulos 2°\ p“», p“ ft , respectivamente, subsiste el 
teorema: 

Los indices del producto son congruentes respecto de los modu- 
los c, Co, c if . . ., c h con las sumas de los indices de los f adores. 

d. Sea T=<p(2 a ) si a<2 y T = -i-<p(2 a ) si a>2 y desig- 

nemos con h el mlnimo comun multiplo de los numeros 
x, ci, ca. Para cualquier a que sea primo con m, se 
cumple la congruencia a h == 1 respecto de todos los modu- 
los 2“, Pi i, p“ ft , por lo cual, tambien se cumple esta 
congruencia respecto del modulo m. Por lo tanto, a no 
puede ser una raiz primitiva respecto del modulo m si 
A<q>(m). Peru esto ultimo ocurre cuando a>2 siendo 
£>1, y tambien cuando a — 2, k—1. Por consiguiente, 
para/n>l pueden existir raices primitivas solamente en 
los casos m— 2, 4, p“*, 2p “i. Pero precisamente en estos 
casos fue demostrada anteriormente (§ 6, § 2) la existencia 
de raices primitivas. En resumen, todos los casos en que 
existen raices primitivas respecto de un modulo m, superior 
a 1, son 

m = 2, 4, p a , 2p“. 

Preguntas referentes al capitulo VI 

A continuacion, la letra p siempre denota un numero primo 
impar, y en la pregunta 11, b, tambien el numero 2. 

1, a. Sea a un numero entero, a > 1. Demostrar que los divi- 
sores primos impares del numero a p — 1 dividen a a — 1 
o son de la forma 2 px -f 1. 
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b. Sea a un numero entero, a > 1 . Demostrar que los divi- 
sores primos impares del numero a p + 1 dividen a a + 1 
o son de la forma 2 px + 1. 

c. Demostrar que hay una cantidad infinita de numeros pri- 
mos de la forma 2 px + 1. 

d. Sea n un numero entero, n > 0. Demostrar que los diviso- 
res primos del numero 2 a " + 1 son de la forma 2 n+1 x + 1. 

2. Sea a un numero entero, a > 1 , y sea n un numero entero, 
n > 0. Demostrar que cp ( a" — 1) es un multiplo de n. 

3. a. Sea n un numero entero, n > 1 . Con los numeros 1 , 
2, . . ., n, siendo n impar, formemos las permutaciones 

1, 3, 5 n — 2, n, n — 1, n — 3 4, 2; 

1, 5, 9, . . ., 7, 3, 

etc. y siendo n par, formemos las permutaciones 

1, 3, 5, . . n — 1, n, n — 2, . . 4, 2; 

1, 5, 9 7, 3, 

etc. Demostrar que la &-esima operacion da la sucesion inicial 
cuando, y solo cuando, 2* s ± 1 (mod. 2 n — 1). 
b. Sean n y m dos numeros enteros, n > 1 , m > 1 . Contemos 
los numeros 1,2, . . ., n en orden directo desde 1 hasta n, 
despues en orden inverso desde n hasta 2, luego de nuevo en 
orden directo desde 1 hasta n, despues otra vez en orden 
inverso desde n hasta 2, etc. En este calculo, escribamos los 
numeros: el 1°, el (m + l)-esimo, el (2m + I)-esimo, 
etc., hasta que se obtengan n numeros. Repitamos la misma 
operacion con la nueva sucesion de n numeros, etc. Demostrar 
que la 6-esima operacion de la sucesion inicial cuando, y solo 
cuando, 

m* 5s ± 1 (mod. 2 n — 1). 

4. Demostrar la existencia de cp (6) numeros pertenecientes al 
exponente 6, considerando para ello la congruencia x 6 = 
= 1 (mod. p) (pregunta 10, c, cap. IV) y aplicando d, § 3, 
cap. II. 
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5, a. Demostrar que el numero 3 es una rai'z primitiva de 
los numeros primos de la forma 2" + 1 , n > 1 . 

b. Demostrar que el numero 2 6 — 2 es una raiz primitiva de 
los numeros primos de la forma 2p + 1 , segun que el numero p 
sea de la forma An + 1 o de la forma An + 3. 

c. Demostrar que el numero 2 es una raiz primitiva de los 
numeros primos de la forma 4p + 1. 

d. Demostrar que el numero 3 es una raiz primitiva de los 
numeros primos de la forma 

2 n p + 1, si n> 1 y p>^p — . 

6, a. a) Sea n entero, n> 0, S„ = l n -f 2 n + . . . -f(p — l) n . 
Demostrar que 

S n s — 1 (mod. p), si n es un multiplo de p— 1, 
S n ==0 (mod. p) en caso contrario. 

P) Conservando las notaciones de la pregunta 9, c, cap. V, 
demostrar que 

S (l) = -^ p _ 2 j j (mod. p). 

b. Demostrar el teorema de Wilson aplicando b, § 4. 

7. Supongamos que g y g t son raices primitivas respecto del 
modulo p, y que a ind^gt == 1 (mod. p — 1). 

a. Sea (a, p) — 1. Demostrar que 

ind ?1 a = a indg a (mod. p — 1). 

b. Sea n un divisor de p — 1, 1 < n <i p — 1. Los niimeros 
que son primos con p pueden dividirse en n clases, refiriendo 
a la s-esima clase (s = 0, 1, . . ., n — 1) los numeros quesatis- 
facen a la condicion ind a = s (mod. n). Demostrar que la 
clase de orden s segun la base g es equivalente a la clase de 
orden s t segun la base g u donde s f = a s (mod. n). 

8. Senalar el metodo mas simple posible de resolucion de la 
congruencia x n = a (mod. p) (que sea comodo si (n, p — 1) no 
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es muy grande) en el caso en que se conoce una ralz primiti- 
va g respecto del modulo p. 

9. Supongamos que m, a, c, c 0 , c u . . c k , y, y Q , Yi» • • •> Yfc 
denotan los va lores indicados en el § 7. Tomando cualesquie- 
ra ralces R, R 0 , Ri, . , R h de las ecuaciones 


R c = 1 , R c 0 °=l, F? = \, 

hacemos 

X(a) = R-*R'*R?\ Rjf. 


Si (a, m) > 1, hacemos x ( a ) — 0- 

La funcion definida de este modo para todos los valores ente- 
ros de a, la llamaremos caracter respecto del modulo m. Si 
R = R 0 Ri = ..., = R k = l, al caracter lo llamaremos 
principal ; este admite el valor 1 si (a, tn) = 1 y el valor 0 
si (a, m)> 1. 

a. Demostrar que del modo indicado se obtienen cp (m) carac- 
teres distintos (dos caracteres se llaman distintos, si al menos 
para un valor de a estos no son iguales entre si). 

b. Deducir las propiedades siguientes de los caracteres: 

a)x(l) = l> 

P) %(a l a 2 ) = %(ai)x(a 2 ), 

y) X(ai) = x(«2). si a i = a 2 (mod. m). 

c. Demostrar que 


m— 1 

S x(°)= { 

o = 0 *• 


k _ f (p (m) para el caracter principal, 

0 para los demas caracteres. 

d. Demostrar que, sumando para un valor de a dado res- 
pecto de todos los <p(/n) caracteres, se tiene 

f qp (m), si 1 (mod. m), 

X ( a ) — | o en cas0 contrario. 
x 

e. Considerando la suma 

» * d n 7 (a) 
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donde a recorre el sistema reducido de restos respecto del 
modulo m, demostrar que la funcion t|) (a), definida para todos 
los valores enteros de a y que satisface a las condiciones: 

i|>(a) = 0, si (a, m)> 1, 

T|)(a) no es identjcamente igual a 0, 

r|> (a t a 2 ) = rp (a t ) ij> (a 2 ), 

q> (a j) = tj? (a 2 ), si a t = a 2 (mod. m), 

es un caracter. 

f. Demostrar los teoremas siguientes: 

a) Si Xi ( a ) y X 2 (a) son dos caracteres, entonces Xi ( a ) X 2 ( a ) 

tambien es un caracter. 

P) Si Xi ( a ) es un caracter y % (a) recorre todos los caracte- 
res, entonces (a) % (a) tambien recorre todos los carac- 
teres. 

y) Si (/, m) — 1 , se tiene 


S X(fl) _ 

X(D " 

x 


{ <p (m), si a as 1 (mod. m) 
0 en caso contrario. 


10, a. Sea n divisor de/? — 1, 1 <n</?— 1, y/un entero 

2ni — 

que no sea divisible .por n. El nfimero /? t = e n es una 
raiz de la ecuacion /?" = 1 y, por consiguiente, la potencia 
2 „i JinliL 

e n , a la cual hay que asignarle el valor 0 cuando x 
es un multiplo de p, es un caracter respecto del modulo p. 
a) Demostrar que si ( k , p) = 1 , se tiene 

P— 1 find (ac-ffc)— I ind* 

S &m — - - — ■ 

e » = -1. 

*=t 


P) Sea Q entero, l<Q<p, 


P- 1 


— S I * | 2 > 5/, n, * — 2 ^ 

2C=0 2 — 0 


Qr_i 2jii Und(x+ 2 ) 
n 
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Demostrar que S = (p—Q)Q. 

II, a. Supongamos que a es un entero, n es divisor de 
p— 1, l<n<p— 1, k es un entero que no es divisible 
por n, 


U, 


a, p 


P-i 

- 2* 
a=l 


2 ni 


hindx 

n 



a) Siendo (a, p) — 1 , demostrar que | U a , p \ — \ p. 
P) Demostrar que 


2ni 

e 


— ftlndq 
n 


Ua.p 
Ut, P ■ 


y) Supongamos que p es de la forma 4m + 1 , 


P— 2 
X=i 


2 ni 


ind(x2-f*> 

4 


Demostrar que p — A z +B z (comparese con las preguntas 
9, a y 9, c, cap. V), donde A y B son enteros, definidos 
por la igualdad S — A+Bi. 

6) Supongamos que x, recorre los numeros del sistema 
reducido de restos respecto del modulo p que satisfacen a 
la condicion ind x s = s (mod. n). Haciendo 


2ni - 


demostrar que 

S +t|<('-t) 

b. Sea n entero, n> 2, m>l, (a, m) = l, 


J a, m 


2* 


2?ii 


(LX 

m 


S'a,m=%e 


2ni 


ag n 


donde .x recorre el sistema completo y I el sistema redu- 
cido de restos respecto del modulo m (comparese con la 
pregunta 12, d, cap. Ilf y con la pregunta II, b, cap. V). 
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а) Sea 6 = (n, p — 1). Demostrar que 

P) Sea (n, p) — 1 y sea s un entero, l<s<n. Demostrar que 
S , = p*-i, S' , = 0. 

y) Sea s un enfero, s>n. Demostrar que 

S , =r p n ~ l S ,-r, S' , = 0. 

a, p* r a, v r> a, p* 

б) Demostrar que 

| S a , m| ^ Ctn n , 

donde C depende so I amen te de n. 

12. Sean M y Q enteros, 0<M<M-fQ<p. 

a. Supongamos que n es un divisor de p—1, l<rt< 
<p— 1, k es un entero, no divisible por n. Demostrar que 


. M+Q - 1 2ni *lnd* 


2 * 

x=M 


n | < Kp In p. 


b, a) Sea T la cantidad de numeros de la s-esima clase de 
la pregunta 7, b, comprendidos entre los numeros M, M-f 
+ 1, At-fQ— 1. Demostrar que 

T=-SL + 6Vp\np; | 0 |< 1 . 

P) Sea N un entero arbitrario y l 0 — (2 n V p — 11. Demostrar 
que entre los numeros de la s-esima clase de la pregunta 7, b 
existe ’al menos uno que es congruente respecto del modulo p 
con alguno de los numeros de la sucesion 

N-l 0 AT — 1, N, N+ 1 N -Mo. 

c. Supongamos que k denota el numero de divisores primos de 
p — 1 y que H es el numero de rakes primitivas respecto del 
modulo p, comprendidas entre los numeros Af, Af + 1, . . 

Af + Q — 1. Demostrar que 

H= Q + 02* j/p Inp; |0|<1. 


9—1030 
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d. Supongamos que M t y Q t son enteros, 0 ^ Mi < M t + 
+ Qi ^ p . — 1, y queV denota la cantidad de numeros de la 
sucesion ind M, ind ( M + 1), . • ind (M + Q — 1), com- 
prendidos *ntre los numeros de la sucesion Mt, Mt + 
-f 1, . . Mi + Qi — 1. Demostrar que 

J = j^ r +*V~p(\np?\ 1 e | < 1 . 

13. Demostrar la existencia de una constante p 0 que satis- 
face a la condicion: si p > p 0 . n es un divisor de p — 1, 
1 < n < p — 1 , entonces, el menor entre los no-restos posi- 
tivos de grado n respecto del modulo p, es </t; 

± i__L 

h= p e (Inp) 2 ; c — 2e n . 

14, a. Sea m>l, (a, m) = 1, 

5= S " m ; 

x = 0 y = 0 

m £|vwp+x, "‘srpdrjp-K. 

*=?0 j/ = 0 

Demostrar que |S|< \ XYm. 

b, a) Supongamos que m > 1 , (fl, m) — I , n es un entero, 
n> 0, K es el numero de soluciones de la congruencia 
x n 3a 1 (mod. m), 

fll— 1 nytl 

c V . . 2ni •— — 

i= ^ 1 xW« m - 

Demostrar que |S|</(Kw. 

P) Sea e una constante positiva arbitraria. Siendo n cons- 
tante, demostrar para el numero K. de la pregunta a) que 
K— 0(m e ). 

c. Sean 2, q t , ..., q k los divisores primos distintos 
del numero p — 1. 

a) Supongamos que g recorre las raices primitivas respecto 
del modulo p, comprendidas en el sistema reducido de 
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restos, (a, p) = 1, 


Demostrar que 

Para la demostracion se debe hacer recorrer a s y s' los 
numeros que satisfacen a las condiciones respectivas: 

0<!s<p— 1; sss0(m6d. 2); 
s — $r (mod. p r ), 0<s r < 2 ’ (^ = 2> •••* ^)* 

0<s'<p — 1; s' si (mod. 2); 
s' = sj (mod. q r ), (r»2, .... ft), 

y se debe considerar la suma 

S t =SS« 2B< ~ a*-*?. 

t t s' 

donde / recorre el sistema reducido de restos respecto del 
modulo p y g 0 es una de las ralces primitivas. 

P) Sean M y Q enteros, 0<Af<Al-|~Q</>. Demostrar que 
la cantidad T de ralces primitivas respecto del modulo p, 
contenidas en la serie Af, Af + l, ..., Af + Q— 1, seexpresa 
por la formula 

r= l^ziiL(Q + 0^ 2 Vpl n p); |0|<1. 

y) Sea N un numero entero y / 0 = 2*1^/? J . Demostrar 

que existe una raiz primitiva respecto del modulo p que es 
congruente con alguno de los numeros 

N-l* .... N- 1, N, AT + 1, ..., AT+/ 0 . 

9 * 
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15, a. Supongamos que (a, p) — (b,p) = 1, y sea n un 
numero entero distinto de 1, |n| = n lt 0 p. 




*5=1 


Demostrar que 

|S|<T"P- 


b. Sea ( A , p) — 1 y supongamos que n es un entero, dis- 
tinto de 1 , | n | — - n t , 0 < n t .< p, M 0 y Q 0 son enteros, 
0 Mq -|- Qo^-P- 

a) Sea 


M 0 +Q o-l 

S- 

X—Mq 




Demostrar que 


|S|<T n !^i"/>- 


P) Supongamos que M y Q son enteros, 0<M<M-fQ<p, 
T es la cantidad de numeros de la sucesion Ax? 1 , x — M 0 , 
M 0 -|-1, ..., M o + Q 0 — 1. que son congruentes respecto del 
modulo p con los numeros de la sucesion M, M + 1 , . . . 
. • », M-j-Q — 1. 

Demostrar que 

1 3 

T = M- + Ql-ny'(lnp)*; | 0 |< 1 . 


c. Supongamos que (a, p)= 1 y sean bye enteros, 
(ft 2 — 4ac, p)= 1. 
a) Sea y un entero, 

p- 1 

^ ^ axt+bx+c 

*=o P 
3 £ 

Demostrar que | S | <~ 2 ~ /> 4 . 
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P) Sean At y Q enteros, 0<AI <.M-\-Q*£p, 

Af+Q-1 

s- s (^yi+i). 

3 ! 

Demostrar que | S | < -y pMn p. 

Ejerctcios numtrtcos referentes at capitato VI 

1, a. Hallar (mediante los calculos mis simples posible) el exponente 
al cual pertenece el numero 7 respecto del modulo 43. 

b. Hallar el exponente al cual pertenece el numero 5 respecto del 
modulo 108. 

2 , a. Hallar las raices primitivas respecto de los modulos 17, 289, 578. 

b. Hallar las raices primitivas respecto de los m 6 dulos 23, 529, 1 058. 

c. Hallar la ralz primitiva minima respecto del m 6 dulo 242. 

3, a. FOrmar la tabla de Indices respecto del modulo 17. 
b. Formar la tabla de Indices respecto del modulo 23. 

4, a. Hallar una ralz primitiva respecto del m 6 dulo 71, empleando 
la nota del ejemplo c, § 5. 

b. Hallar una ralz primitiva respecto del modulo 191. 

5, a. Sirviendose de la tabla de Indices, indicar la cantidad de solu- 
ciones de las congruences: 

a), .x 60 ** 79 (mod. 97), p) x* b *s 17 (m 6 d. 97), y) x lb =*46 (mod. 97). 

b. Indicar la cantidad de soluciones de las congruences: 

a) 3x 12 === 31 (mod. 41), p) lx 1 a 1 1 (m 6 d. 41), y) 5**° s= 37 (mod. 41). 

6, a. Sirviendose de la tabla de indices, resolver las congruences: 

a) x 2 5=5 59 (mod. 67), p) a 17 (mod. 67), 
y) x 80 » 14 (m 6 d. 67). 

b. Resolver las congruences: 

a) 23x* 5 = 15 (mod. 73), p) 37x* =* 69 (m 6 d. 73), 

Y) 44x 21 5 « 53 (m 6 d. 73). 

7, a. Aplicando el teorema c, § 5, determinar la cantidad de solucio- 
nes de las congruences: 

a) x* 95 2 (mod. 37), p) x 16 10 (m 6 d. 37). 

b. Determinar la cantidad de soluciones de las congruences: 
a) x* = 3 (m 6 d. 71), p) x« m 5 (m 6 d. 71). 
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8, a. Empleando el metodo de la pregunta 8, resolver las congruencias 
(al resolver la segunda congruencia se debe utilizar la tablade rafces 
primitivas que viene insertada al final del libro): 

a) x 7 » 37 (mod. 101), P) ** = 44 (mod. 101). 
b. Resolver la congruencia 

x»s23 (m6d. 109). 

9, a. Empleando la tabla de indices, indicar, entre los restos del 
sistema reducido de restos respecto del modulo 19: a) los restos cuadra- 
ticos, P) los restos cubicos. 

b. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del modulo 37: a) los restos de grado 15, P) los restos de grado 8. 

10, a. Indicar, entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del modulo 43: a) los numeros que pertenecen al exponente 6, P) las 
raices primitivas. 

b. Indicar entre los restos del sistema reducido de restos respecto 
del modulo 61: a) los numeros que pertenecen al exponente 10, P) las 
raices primitivas. 



Respuestas a las pregun tas 


Respuestas a las preguntas del capitulo / 

1. El resto de la division de ax + by por d t teniendo la forma ax' -{-by* 
y siendo menor que d , es necesariamente igual a cero. Por ello, d es 
un divisor de todos los numeros de la forma ax + by y, en particular, 
es un divisor comun de los numeros a* 1 -j- b> 0 = ay o*0+ 6*1 — b. 
Por otra parte, la expresion de d muestra que todo divisor comun de 
los numeros ay b divide a d . Por lo tanto, d — (a, b) y el teorema 1, d, 
§ 2 es justo. Los teoremas e, § 2 se demuestran asi: el menor numero 
positivo de la forma amx + bmy es amx 0 + bmy 0 \ el menor numero 

positivo de la forma ~ x + -g- y es x 0 + -g- y 0 . 

La generalizacion de estos resultados es trivial. 

k 

2, Sea 6'=— una fraccion irreducible con la condicion 0<l<Q a . 

Para 6 $ ^a el teorema es evidente. Por etto, suponemos que b 6 no es 
igual a a y que, por consiguiente, existe 6 a+1 . Limitemonos al caso 
$*<&*+!• Esta claro que 


' 6sK IQ* > Os+iQs 


1 6'-6 s+i I > 


1 


> 


1 


lQs+i Qs+iQs 


Por esto, no puede ser 6 S <6'<6 5+1 y, por lo tanto, od'<6 g , o bien 
5 s+i <6 # . En ambos casos d 8 esta mas proximo a a que 6 ; . 

3. Si n <; 6 el teorema es evidente; por lo tanto, suponemos que n > 6. 
Se tiene 

1= =1,618...; log, o | = 0, 2...; 

Qi> 1 =gi = h 

Qs><h + 1 >g2=2>|, 

Q«><?3 + Q2 >g 3 = g t + gt>l+l=l 2 , 


Qn> Qn-i + Q B -*>gn- 1 = gn-2 + «»-3> 6 n -* + 5 n - 4 = l n -*. 
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De aqui que 


w>| n ' 2 ; *< 


logio^ 

logioS 


4, a. Para las fracciones y y| 


+ 2<5/j + 2; n< 5£-fl. 
se tiene 0*1 — 1 . 1 = — 1 . Intercalando 


la fraccion 


A + C 
B + D 


entre las fracciones 



que 


satisfacen a 


la 


condicion AD—BC~—\, se tiene A (B + D)-— B (A + C) = (j4-f C) D — 
— (B + D) C= — I. Por lo tanto, es cierta la afirmacion seftalada al 

k 

final de la pregunta. La existencia de una fraccion — con l as condicio- 


a 

nes T < 


l ^ d 


i<t, es imposible. En caso contrario se tendna que 


k a . 1 c k ^ 1 t c a_ b + d 1 

1 bulb'd l ^ Id ' d b * Ibd ^ bd ' 


b, Esta claro que es suf iciente considerar el caso 0 < a < 1. Supongamos 
q Ue iL > donde — y ~ son fracciones consecutivas de la suce- 

u U v U 

sion de Farey, correspond ientes a t. Son posibles dos casos: 


a . . a + c 

T <a< ~b Td' 


°+ c ^ ^ c 
6 +d <a< d ’ 


Por lo tanto, se verifica una de las dos desigualdades 


a 

a -j 


< 


i 




< 


1 


d(b+d) ’ 


b(t» + d) ’ 

de donde, en virtud de que b+d^> t, se deduce inmediatamente el 
teorema indicado. 

c. Si a es una fraccion irreducible a = 77 con la condicion t, 

0 


P a 

por se puede tomar la fraccion misma y- . 


En caso contrario, 


p p 

por -77- se puede tomar la fraccion reducida 77— ^.que cumple la condi- 
v Vs 

ci6n 

5, a. Los residuos que resultan al dividir los numeros primos impares 
por 4 son iguales a 1 6 a 3. El producto de numeros de la forma 4m + I 
es de la forma 4m + 1. Por lo tanto, el numero 4p* ... p & — 1, 
donde p it . . p k son primos de la forma 4m+3, tiene que tener 
un divisor primo q de la forma 4m + 3. El numero q no coincide con 
ninguno de los numeros p it . . ., p*. 
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b. Los numeros primos super iores a 3 son de la forma 6m + I o de la 
forma 6m + 5. El numero 6 p* ... p k — 1, donde p it ...» p* son 
primos de la forma 6m + 5, tiene que tener un divisor primo q de la 
forma 6m + 5. El numero q no coincide con ninguno de los numeros 
Pi. • • •» Pk • 

6. Supongamos que p u . . p h son k numeros primos cualesquiera 
y sea N un entero que cumpla las condiciones 2 < N, (3 In N) k < AL 
La cantidad de numeros a de la sucesion 1, 2, . . N, cuyas descom- 

posiciones canonicas tienen la forma a = p® 1 . . . p£* no es superior a 

(-kt+ i )‘ <,31 "'* ,,<v ' 


puesto que a* < • 

Por lo tanto, en la sucesion 1, 2, . . N hay numeros en cuyas 
descomposiciones canonicas figuran primos distintos de p it . . ., p k . 

7. Se obtienen tales sucesiones, por ejemlpo, para 

Af = 2*3 ...(/(+ 1) H- 2; /= 1, 2, . . . 

8. Tomando un entero x 0 con la condicion de que para x x 0 sea 
/ (at) > 1 y /' (a:) > 0, hagamos / (x 0 ) = X. Todos los numeros 
/ (x 0 + Xt), t — 1, 2, . . son compuestos (multiplos de X). 

9. a. Si se cumple (1), entonces uno de los numeros x, y es par; sea x par. 
De la igualdad 

(JL\ 2 -I±LIzzL 

\ 2 / 2 2 ’ 

donde, evidentemente, ^ 2 ^ — \ =1, nos convencemos de la exis- 

tencia de numeros enteros positivos u y v que cumplen las condiciones 



2 


l>2. 


De aqui se deduce que las condiciones indicadas en la pregunta son 
necesarias. 

Es obvio que dichas condiciones son suficientes. 
b. Convengamos en designar aqui con letras solamente los numeros 
enteros positivos. Supongamos que existen sistemas x, y , z, que cumplen 
las condiciones x 4 + P 4 = z2, x > 0, y > 0, z > 0, (x, y, 2 ) = 1; 
elijamos entre ellos el sistema con el valor menor de z. Suponiendo 
que x es par, obtenemos x 2 = 2 uv, p 2 — u 2 — u 2 , u > v 1 , 
(u, v) = 1, donde v es par (si u fuese par, tendriamos y* = 4N + 1, 
4* = 4N U u 2 = 4N 2 + I, 4N + 1 = 4 N x - 4N Z — 1, lo cual es 



138 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 


imposible). De aqui que 

w = z}, 0 = 2<a> 2 , y z -\-4w* — z\, 2ce? 2 = 2« 1 Pi, 

Ui^xh Vi~y\, + = 1° cua ^ e® imposible, puesto que zi<z. 

De la irresolubilidad de la ecuacion x 4 + y 4 = 2 s , como un caso par- 
ticular se deduce tambien, evidentemente, la irresolubilidad de la 
ecuacion x 4 + = f 4 en enteros positivos x, y, f. 

k 

10. Haciendo x=-y-; (6, 0 = 1* obtenemos 

£» + a 1 fc n - 1 / + ...+a„/* = 0. 

Por lo tanto, k n es un muitiplo de / y, por cdnsiguiente, / = 1. 

11. a. Supongamos que k es el mayor numero entero que cumple la 
condicion 2 fc < n y sea P el producto de todos los numeros impares 
que no son superior es a n. El numero 2 k ~ 1 PS se expresa en forma de 

una suma cuyos terminos, a excepcion de 2 h ~ l P^k> son numeros 
enteros. 

b. Supongamos que k es el mayor numero entero que cumple la con- 
dicion 3 ft < 2n + 1 y $ea P el producto de todos los numeros que son 
primos con el numero 6 y que no son superiores a 2n + 1. El numero 
3fe-i/>$ se expresa en forma de una suma cuyos terminos, a excepcion 

de 3 h_1 P p- son numeros enteros. 

12. Para n ^ 8 el teorema se comprueba inmediatamente. Por lo 
tanto, suponiendo que n>8 y que el teorema es valido para los 

binomios a -f- b, (a + b) 2 (a + b) n ~ l t hay que demostrar el 

teorema para (a + b) n . Pero los coeficientes del desarrollo de este 
binomio, a excepcion de los extremos que son iguales a 1, son los 
numeros 

n n (n — 1) n(n — 1) . . . 2 

T * 1*2 ’ 1*2 ... (n — 1) 

Para que todos estos numeros sean impares es necesario y suficiente 
que sean impares los numeros de los extremos, los cuales son precisa- 
mente iguales a n, y tambien que sean impares todos los numeros que 
se obtienen al borrar los factores impares de los numeradores y deno- 
minadores de los numeros restantes. Pero, haciendo n — 2% + 1, 
estos numeros se pueden expresar como los terminos de la sucesion 
n t ni(n t — 1) n x (n i — 1) — 2 

1 ' 1*2 1-2... (ni— 1) ‘ 
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Mas estos , como n t < n, son im pares cuando, y solo cuando, rtf es de 
la forma 2* — 1, es decir, cuando n es de la forma 2 (2 k — 1) + 1 = 
= 2 k+1 — 1 . 


Respuestas a las preguntas del capltulo II 

1. a. En la ordenada del punto de la curva y ~ f ( x) cuya abscisa 
es x, hay [/ (*)] puntos enteros de la regi6n indicada. 

b. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T f + T 2 = T, 
donde T it T 2t T denotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 

0 0 <*<-£*, 

o<*<-|, o <?<-£-. 

c. La igualdad indicada se deduce de la igualdad 

t = 1 + 4 (r, + t 2 + t 3 - r 4 ), 

donde T it T 2} T 3t T 4 denotan la cantidad de puntos enteros en las 
regiones 

*=■0. 0<y<r; 

o< y<ra 

°<y<-T7z> o<x<y 72 z^i. 


0 < jc 




d. La igualdad indicada se deduce de la igualdad T — T t -j- T 2 — T 3 , 
donde T it T 2f T 3 derrotan la cantidad de puntos enteros en las regiones 


o<x<Vn, o <y<-^; 


0 <y<V«. 0<jc<|- : 

0<jk< V/T, 0 <y<Vn. 

e. En el caso de un rectangu-lo con los lados paralelos a los ejes coor- 
denados, el teorema es evidente. En el caso de un trapecio con las 
bases paralelas a uno de los ejes coordenados y con un la do perpendi- 
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cular a las bases, el teorema se demuestra facilmente considerando 
el rectingulo que se forma al unir dos trapecios de estos. El caso de 
un tri£ngulo se reduce facilmente al caso del trapecio indicado. Del 
caso del tri£ngulo no es dificil pasar tambien al caso general, obser- 
vando que un poligono con una cantidad de vertices mayor que 3 se 
puede dividir en dos poligonos que tenga cada uno de ellos menor 
cantidad de vertices. Esto se puede hacer mediante un segmento 
rectilineo que tenga los extremos en los vertices del poligono y que 
cada punto del mismo, a excepcidn de los extremos, sea un punto 
interior del poligono. 

2. La cantidad de nfimeros enteros positivos, no superiores a n, es 
igual a [n], Cada uno de ellos se expresa de un modo tinico en la 
forma xk m , donde k es un entero positivo; a cada x dado corresponden 

J numeros de tal forma. 

3. Demostremos . que las condiciones iodicadas son necesarias. El numero 
de valores x que cumplen la condicion [ax]<4V se puede expresar en la 

forma— 4- X; 0<X< — ,• y el numero de valores y que cumplen la 
< x a 



condicion [py] < N se puede expresar en la forma -p- + Xj; 0 < X* < -p- . 
N N 

De la igualdad |-X+ T + Xi = iV, dividiendo por N y pasando al 

<x p 

limite para W-^oo, obtenemos Si a fuese racional, 

as p 

a=y(a>6>0), de la ultima igualdad obtendriamos que [a b] = 

= [P(a — b)], Por lo tanto, a y p no pueden ser racionales. 

Supongamos que se cumplen las condiciones indicadas. Sea c un numero 

natural. Sean g e y 0 = -p- + ri los menores numeros enteros 

c c 

que cumplen las condiciones x 0 >— , Es obvio que [ax] no 

es igual a c si x no es igual a x 0 , y [Py] no es igual a c si y no es 
igual a y 0 ; ademas, 0<£<1, 0<t]<l, ogypqson irracionales. 

Como Xq 4" yo = c 4- 5 4 se tiene 54 ‘n == L * ~ ^ ^ 1 

tanto, uno y sdlo uno de los numeros [ax 0 ] y [pyo] es igual a c. 

4, a. Las diferencias mencionadas, para {a*f}>0 son iguales a 


{a(x a — **)}, {—ax t }. 
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Estas no son negativas, su suma es igual a 1, ia cantidad de 

ellas es igual a t+1. Por lo tanto, al menos una de estas diferencias 

no es superior a y~-p < -- . Pero esta tiene la forma {ax'} = a x'—y\ 

donde x* es un numero entero que cumple ia condicidn 0 < | x* | < x 

y y' = {ax'}. Por consiguiente, designando con la letra h el numero 1 

6 — 1, de modo que sea /&*'>(), se tiene | ahx ' — De aqui, 

designando con las letras Q y P los cocientes que se obtienen at divi- 
dir hx ' y hy ' por (fix’, hy ' ), resulta 

1 — ■P I < 4“ ; °<G<t, 

de donde se deduce el teorema mencionado en la pregunta. 
b. Haciendo = [x^], ^ = [x 2 ] t . .., *a = [x*] y suponiendo que x i9 
Xz, . .., Xk recorren los va lores 

x i ®>1» •••» lit ^2~ = ^»1> •••» x h r — * 0, ly , • ,| tfi t 

consideramos la sucesidn formada por los numeros ... 

• + «*£*} y el numero 1, dispuestos en orden no decreciente. Formando 
las diferencias de los numeros consecutivos de esta sucesidn, se obtienen 
tfi + Utfi+1) ••• (^fc+1) diferencias. Al menos una de estas no es 
superior a 

1 i 

Pero dicha diferencia tiene la forma { ctix[ + a 2 *» -f- . . . + a*x£}, donde 
*v **» ...» ** son nfimeros enteros que cumplen las condiciones |x{|< 
< T i» ...» |^|<Xft, y no son s i mu 1 tinea men te iguales 

a cero. Haciendo ... +a^] =£' y designando con los 

simbolos £ 2 » ...» £fc» i\ los cocientes que se obtienen al dividir 
x i » *»> •••» x k y por (x[xi x' k , y'), resulta 

l«i£i+« 2 ? 2 +-.-+a fe g ft -i)|< 1 , 

lo cual demuestra el teorema indicado en la pregunta. 

6. Se tiene ct=c?-fr + {a}; 0<r<c, 

[9]-[.+r]-* 

6,t. Se tiene [a+p+...+X] = [ol+[PJ+... + [X] + [{a>+{p}+... 
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b. Et nfimero primo p figura en nl, al, .... /! con los exponentes 

7M*] + ~: riM£] + 

Ademas 

r*M*]+ ••• 

7. Suponiendo que existe un numero a con las propiedades indicadas, 
represen temoslo en la forma 

a = qkP k + l + <1h-iP k + • • • + <7i P 2 + <loP + J 
0 <qh<P> 0<q h -i<P, 0<q x <p, 0<? 0 <P. 0 <q'<p. 



Segun b, § 1, tiene que ser 

h = qh u k 4 qk-iUh-i + • • • + <1i u i + <!(&>- 

Por otra parte, para cualquier s= 1, 2, ...» m, se tiene 

q s- X Ug-i + qs-iUs-i 4 * • • • + ^i u i 4 " 

Por lo tanto, la ultima expresion de h tiene que coincidir por com- 
plete con la seftalada en la pregunta. 

8, a. Sea x x un entero, Q < a < p < /?, < a < P < *i 4- !• Integrando 

por partes, se obtiene 

p P 

— j / (x)dx = j p' (x)/(x)dx = 
a a 

=p(P)/ (p) -p (a) f (a) -a (|J) f (p) + o (a) V (a) + j a (x) f" (x) dx. 

a 

En particular, para Q<x,, x,+ l <R, pasando al limite se tiene 

*i+» »+* 

- f f(x)dx= -y/(x t -|-l)-j/(x 1 )+ J o (x) f (x) dx. 

xi *» 

La formula indicada se obtiene ahora sin dificultad. 
b. Escribiendo la formula de la pregunta a en la forma 
R Q 

2 /<*) = j l (*> dx- j t (x)dx + p (R) f (R) -p (<?) f (Q) - 

Q<x<R 

O0 00 

-a ( R ) f ( R)+a (Q) /' (Q)+ J o (x) f(x)dx~^ <J(x)f (x) dx, 
nos convencemos de que la formula indicada es justa. 
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c. Aplicando el resultado de la pregunta b, hallamos 

lnl-f-ln2+... + lnn= 

00 

=C+« In a— -n+y In n-\- J ° ^ dx=n Inn — n + O (Inn). 

9, a. a) Se tiene (b, § 1) 

I" ([«]!) « 2 ( [f] + [jz] + • ’ • ) ln P- (D 

P^n 

Aquf el segundo miembro representa la suma de los valores de la funcidn 
lnp t extendida a los puntos enteros (p, s, u ) con valores primos p de 

la region p> 0, s>0, 0<u<-~-. La parte de la suma que corres- 
ponde a unos valores s y u dados, es igual asj ; la parte 

que corresponde a un valor dado a, es igual a t|> . 

P) Aplicando para ft > 2 el resultado de la pregunta a), se tiene 
In (In]!)— 2 In ([y]l) = 

(rt) ( j ) + * (t) “ ♦ (t) + • • • > * ("> “* (t) • 

Haciendo j =m, de aqui hallamos que ([ n\=2m , o [ft] = 2m+l) 

< In ^2 m 3 *° < ,n I 2 ™ 3 "') < "■ 

♦ («>»♦<«)-* (y ) + ♦(£)-♦ (y) + 

+t(y)-t(|) + ...<« + f+y+...=2n. 

y) Se tiene (la solucion de la pregunta p) y el resultado de la 
pregunta 8, c) 

♦<”>— «(*)+♦{*)-♦(*) + 

= W In W- W-2 [y] In [y] +2 [y] +0 (In n) = 

=n In 2+0 (In ft). 
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Por otra parte, para s> 2 obtenemos (pregunta (5)) 

e(f^)-e( j) + 


+ 0 


Por lo tanto 


/ « yr—\ ( <2{/T siempre 

(Vt)--- I =0 si s >'t; t= [-££]. 


<2 V«+2^'rt +2 +...+2j^‘<2(VH'+Tf r n) = 0(Vrt). 

b, Se deduce de la igualdad (I), de la desigualdad de la pregunta a, 
P) y de la igualdad de la pregunta 8, c. 

c. Para m suficientemente grande, de la igualdad de la pregunta b, 
se tiene 

2 -^ £ -=Inm+0(I)>inL, ^ 7>»- 

Si para todos los pares p n , p n+1 que cumplen la condicidn m<p n < 
<Pn+i<w 2 se verificase la desigualdad p n+i > p n (1 -fe), resultana 


r=0 


m(l + e) 


7 >1. 


lo cual es imposible para valores suficientemente grandes de m. 

d. Evidentemente, es suficiente considerar solamente el caso en que n 
es entero. 

Haciendo y(r) = -~ si r es primo y y(r) = 0 si r = 1 o si r es 
compuesto, se tiene (pregunta b) 

Y(0+Y(2) + ...+y(r)-lnr+a(r); \a(r)\<C u 

donde C\ es una constante. De aquf, para r > 1 

Y(r) = lnr — In (r — l) + a(r) — a(r— ‘ 1), 

2 -j =Ti+r * ; T ‘= S 


In r— In (r — 1) 


0<p<n 


?’*= 2 


l<r^n 


i<r^n 

a(f)-tt(r-l) 
Inr 


Inr 
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Se tiene (8, b) 

Tl= S Tin7 + S (2r2lnr + 3r»lnr + ‘ * ' ) “ 

l<r^n i<r<n 

=C 2 +lnlnn+0(- n L r ), 
donde C 2 es una constante. Luego hallamos 

^! “ a<2, ("ins - TK t) + ’ ' ' 

•••+*<»-» (irsby-iJi-) +tft' 

de donde se deduce que 

t z =^c 3 +o (t^j) . 

donde C 3 es la suma de la serie absolutamente convergente 

“ <2| (ts2— TS3-) + “ (31 (tjj— iir) + "- 

e. Se tiene 

'» no-!)— 27-2 (&+*+•■•)- 

p^n p<ti p^n 

= C'-ln lnn + o(- Ti ^-), 

donde C es una constante. De aquf, haciendo C = In C 0 , obtenemos 
la igualdad indicada. 

f. Haciendo n — [1,5 s In si y representando con la notacion 7i (n) 
la cantidad de numeros primos que no son superiores a n, de la igualdad 
de la pregunta 9, a, y) deducimos (C es una constante positiva) 

n In 2 — C Vn 

n < rt) > — n 

lo cual es mayor que s, si s 0 se ha elegido suficientemenle grande. De 
aqui se deduce que, si s > s 0 , el numero p 8 esta comprendido entre los 
numeros primos que no son superiores a n. 

g. Sean q i9 q 2 , . . q 8 los divisores primos distintos del numero a. 
Hallamos: 2, 3, 4, . . (s + 1) < a, de donde (pregunta 8, c) 

(s+ 1) In (s + J) + 0 (s + 1) < fl . s = 0 (In a). 


10—1030 
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Por lo tanto ipreguntas « y f) 


"*■(■;£) ('Hr) 

(-t) ('-*)• ••('-£) 


= 0(lnp s ) = 0 (In In a). 


10, a. Se deduce de c, § 2. 

b. Como 0 (1) — (1) = 1, se cumple la condici6n 1, a, § 2 para la 

funcidn 0 (a). Sea a — a^az una de las descomposiciones de a en dos 
factores, primos entre si. Se tiene 


2 2 =^4 =*(«i) *(«*)» S 2 (1) 

dl\aj d 2 \a 2 di\aid 2 \az 

Si se cumple la condicion 2, a, § 2 para todos los productos menores 
que a, entonces, para didz < a se tiene 0 (did 2 ) = 0 (di) 0 (d 2 ), y segun 
la igualdad (1) resulta 0 (a^) = 0 (aj) 0 (a 2 ), es decir, tambien se 
cumple la condicion 2, a, § 2 para todos los productos flia 2 que son 
iguales a a . Mas la condicion 2 t a, § 2 se cumple para el unico pro- 
ducto 1*1, igual a 1. Por consiguiente, esta se cumple tambien para 
todos los productos. 

II, a. Sea m> 1; para cada x m dado que sea divisor de a, la ecuacidn 
indeterminada jq. . . — a admiteT m _ 1 (--^-- } soluciones. Por esto, 

Tm(a)= 2 Tm -* (£) - 
x m \a 

pero cuando x m recorre todos los divisores del numero a, el numero 


d = recorre en orden inverso los mismos divisores. Por consiguiente, 

x m 

t m (a) = 2 T "»-l 

d\a 

Por lo tanto (pregunta 10, a), si el teorema subsiste para la funcion 
T m _| (a), entonces tambien subsiste para la funcion t m (a). Pero el teorema 
es valido para la funcion Tj (a) = 1. Esto significa que el teorema siemprees 
v$lido. 

b. Si el teorema subsiste para la funcion T m (P a ). se tiene 


a a 

tm+i (p a ) = ^ Tm (P 9 ) ~ 2 
0 «=0 


(«+ 1 ) (, + 2 ) .•.(»+«- 1 ) 

1-2 ... (m— 1) 


(a + 1) (a+2) ... (a + m) 
1-2 ... m 



RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DEL CAP. II 147 


Por consiguiente, el teorema subsiste tambien para la funcidn 
Tm+i (P a )- Pero el teorema es valido para la funcidn t 2 (p a ) ^evidente- 

C6 -4~ 1 \ 

mente, igual a — y — J . Por lo tanto, siempre es valido. 

c. Supongamos que e=me 2 » y que a = p a * . . . p*k es la 

descomposicion candnica del numero a , donde p it Pk estdn dis- 
puestos en orden creciente. Para la funcion x 2 (a)=^x(a) se tiene 

T(a) a t + l a2+l + * 

a" ^ (A+l) a ^* 


Suponiendo, para simplificar los razonamientos, que e<l, nos con- 
vencemos de que cada uno de los factores que figuran en el segundo 

miembro es menor que — ; los factores — r ~* ~~ que cumplen la 

n *r- i* M F 

1 

condicion r>2 T * son menores que 1. Por lo tanto, haciendo 
l 

k 2*» 

hallamos 


-(if- 


t (a) 


<C, 


iim — < lim -£-=0. 

a-> oo a 2 a-+oa cr 


Si m> 2, evidentemente, se tiene T m (a) < (t (a)) ro . Por ello 

Um lim 

a~>oo a® ' a® 2 t 


d. Los sistenias de valores x m que satisfacen a la desigualdad 

indicada los dividimos en [n\ clases con los numeros de orden 1, 2, ... 
...» [nj. A la clase del numero de orden a referimos los sistemas que 
cumplen la condicion Xi . . . x m ^a; la cantidad de sistema de estos es 
igual a t m (a). 

12. Si /?(s)>l, la serie que expresa £ (s) es absolutamente conver- 
gente. Por lo tanto 

oo oo 

2 • ■ • 2 »»)■ •• 

ni=i nm=t 


Ademas, para un n positivo dado, la cantidad de sistemas n it . .., n m 
que cumplen la condicion n\ ... n m = n, es igual a x m (n). 


10 * 
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!3, a. Si R (s) > 1, el producto P = 


es absolutamente 


convergente. Como = 1 +~7 + + * • • » P ara ^>2 se 

tiene 

II ~ r = 2 iir + S iF’ 

P«JV 0<n SN 

donde en la segunda suma del segundo miembro n recorre solamente 
los numeros que son super lores a N. Pasando al limite para N-+oo t 
en el primer miembro resulta P, en la primera suma del segundo 
miembro resulta £ (s), y en la segunda cero. 

b. Sea W>2. Suponiendo que no hay numeros primos distintos de 
Pu . ..» Pk* obtenemos (comparese con la solucidn de la pregunta a) 

ri-V> s i- 

7=1 * — -Jj 0<nskN 

Como la serie armonica 1+4-+4- + • • • es divergente, para N sufi- 

4 O 


cientemente grande, esta desigualdad es imposible. 

c. Suponiendo que no hay numeros primos distintos de p u . .., p 

obtenemos (pregunta a) 

n -V -«»■ 

n 2 

Como el numero £(2) — -g- es irracional, esta igualdad es impo- 
sible. 

14. Si R ($) > 1, el producto infinito para £(s) de la pregunta 13, a 
es absolutamente convergente. Por lo tanto 

. ... vi / i . 1 1 . \ 


'"t< s >=S(-F- 


2p2« ' 3p 3 


7+ - • ). 


donde p recorre todos los numeros primos. Derivando, hallamos 


?'(*) / Inp Inp lnp 




— •)— s- 
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15. Sea )V > 2. Aplicando el teorema c, § 3, se tiene 

n (<-£)- s 

p^N 0 <n^N 

donde en la segunda suma del segundo miembro n recorre solamente 
los numeros que son mayores que N. Pasando al limite para N -► oo 
se obtiene la identidad indicada. 

16, a. Apliquemos d, § 3 al caso 

5= 1, 2 [n], /= 1, 1 1. 


Entonces, evidentemente, S' = 1. Por otra parte, S d representa el 

numero de valores que son multiplos ded, es decir, es igual a 

b. a) El segundo miembro de la igualdad de la pregunta a expresa 
la suma de los valores de la funcion p (d), extentida a los puntos enteros 

(d, u) de la region d > 0, 0 < u < La parte de esta suma que co- 
rresponde aun u dado, es igual a M . 

P) La igualdad indicada se obtiene restando termino a termino las 
igualdades 



«(”)+« (y)+'“ (y) + « (t) + - • 

2«(i)+ 2«(i) + ..._ 2 . 


c. Supongamos que = [n]; 6 it 5 2 , . . 6 n se definen por la con- 
dicion: 6 8 es el mayor entero cuya f-esima potencia es un divisor de 
s, f 8 = 1. Entonces S' = Tj, n , S d es igual a la cantidad de numeros, 

no superiores a ft, que son multiplos de d l t o sea, S d = [~ De aqui 

resulta la expresidn indicada para Ti %n . 

n 2 

En particular, como £ (2) = -g- , para la cantidad T 2t n de numeros 

que no son superiores any que no son divisibles por el cuadrado de un 
entero, superior a 1, se tiene 

7*2, n= _ ^ 2 " n + ^ 

17, a. La igualdad indicada se obtiene de d, § 3, haciendo 
^ (■*«» f 9 ~ f (*«) • 
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b. La igualdad indicada se obtiene de d, § 3, haciendo 

/.«=/(4 ,) . •••• 4 ,} )- 

c. Aplicando d, § 3 al caso 

3 = fij, ^2, • . . » &xt 



donde en la primera fila vienen escritos todos los divisores del numero a, 
se tiene 

S - F <«,' s -= 2 '(£)=<> (j)- 

d„ La igualdad indicada se deduce de 

2 n(d) 2 *< d > 2 H«*> 

/>' = / d \*i / d \<^ ... / d \** 

18, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que * 
recorre los numeros 1, 2, . a y tomando /( = Entonces 

^ = S ( j=d m -j-2 m d m + • • • + ('j) d m = d m 0 m • 

b. Se tiene 

*» ( a >= 2 1* w (Ij+t) “tv («)■ 

d\o 

El mismo resultado se puede obtener mis facilmente. Escribamos los 
numeros de la sucesi6n 1, . . a que son primos con a, primero en 
orden creciente y luego en orden decreciente. La suma de los terminos 
de ambas sucesiones que equidistan del origen, es igual a a; la cantidad 
de terminos de cada sucesidn es igual a <p (a). 

c. Se tiene 

** < fl > = 2 »* (w+T d ) “ 

d\a 

= -j- < P(a) + -|-(l-Pi) ••• (!-/>*)• 


19, a* Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 
recorre los numeros 1 , 2, . . . , [zj y tomando / (x) *= 1 . Entonces 
S' = T z , S d es igual a la cantidad de numeros, no superiores a z, 


que son multiplos de d , o sea, S<* = 
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b. Se tiene 

T z = 2 H w -J+ 0 (T < fl )) = -5' < P ( fl ) + ° («*)• 

d\o 


c. Se deduce de la igualdad de la pregunta a. 

20. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, a, suponiendo que x 
recorre los numeros 1, 2, ...» N, donde W>a, y tomando f (x )=— . 
Entonces se ob tiene 


s'-jr-x* s 

d\a 0< ^ jV d\a 


2 


0<x^ 


IV 


Jt* ’ 


Pasando al li'mite para N oo se obtiene la identidad indicada. 

21, a. Apliquemos el teorema de la pregunta 17, b, considerando los 
sistemas de valores Xj, x 2t . Xh indicados en la definici6n de pro- 

S' 

babilidad y tomando f (x it x z , . Xh)~ 1. Entonces Piv = , 



y se tiene 



Por lo tanto , 

^«(CW)" 1 + 0( A); 


b. Se tiene C(2) = -^-. 

22, a. Razonamientos elementales muestran que la cantidad de puntos 
enteros (u, v) que hay en la region u 2 + v 2 < p 2 ; p < 0, es igual 
a Jip* + 0 (p). Apliquemos el teorema 17, b, considerando las coorde- 
nadas jc, y de los puntos enteros de la region x 2 + y 2 < r J , distintos 
del punto (0, 0), y haciendo /( x, y) = 1. Entonces T — S' + 1, «$ d 
es igual a la cantidad de puntos enteros que hay en la regi6n n*+ 0 * < 


A = t si k>2, 

A lnAf O 

A=— S' k — 2. 
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< ('5') • sin contar punto (0, 0). Por lo tanto 

w m 

7’=s^^ n -k+°(2T) = « r2+0(Hnf) 

d=l d=l 

b. Razonando igual que anteriormente, se obtiene 
[r] f r ] 

d= 1 ' d=i 

23, a. La cantidad de divisores d de un numero a = . . . p£ k , que no 

son divisibles por el cuadrado de un entero, superior a 1, y que tie* 
nen x divisores primos, es igual a ^ ^ j ; en este caso n(d) = (— I) x . 


Por lo tanto 




b. Supongamos que a tiene la misma forma que en la pregunta a. 
Es suficiente considerar el caso m < k. Para la suma indieada se tie- 
nen dos expresiones 




k 

Si m es par, entonces, para m < -g- la primera expresion es >0, y para 
k 

m > la segunda expresion es > 0. Si m es impar, entonces, para 

m<;~ la primera expresion es <0, y para m>~ la segunda expre- 
sion es <0. 

c. La demostracion es casi igual que en d, §, 3, pero teniendo en cuenta 
el resultado de la pregunta b. 

d. La demostracion es casi igual que en las preguntas 17, a y 17, b. 
24. Supongamos que d recorre los divisores del numero a . Q (d) denota 
la cantidad de divisores primos del numero d, Q (a) = s. De acuerdo 
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a la indicacidn hecha en la pregunta, se tiene (suponemos que N es 
suficientemente grande) 

J‘( d )(-^-+ e d)= 7 ’+ 7 'o-7’ 1 ; |0 d |<I. 

Q{d)<m 

m< 2 1 . u-iL-zig-, ir.i- 2 Or 

Q (d)^m d Q(d)>m 


Luego hallamos 


m« 2 ( S n) < S'" < e“ < «*'*'■ ' 77 ^7“ 0 (4). 

n M) 


n=0 


rp, N p^e A 
J n = — 


n (■-•?) 


,0(A). 


p\g 

Finalmente, designando con las letras C* y C 2 unas constantes, se tiene 


• (1 + 1 l L\ n 

X v \ 2 ^ 3 1 ' ‘ p 8 f 


T i< 




2 2 t<t 2 

n— m-f- i Q(d)=n n=m-f 1 

8 


nl 


< 


<T 2 (-^‘) n < 

tv— m-f 1 

- N v t 3 \ n N _4I “5 

<T 2 (t) <Ci Y r = °( A) - 


«=m-f 1 


25. A todo divisor rfj del ntimero a t que cumple la condicidn ^ < ]/a, 
le corresponde un divisor d 2 que cumple las condiciones d 2 >V a » 
d x d 2 = a. Ahora bien, ji = (d 2 ). Por lo tanto, 


S*»w=° 

di ■ d\ d 2 d\a 


26. Los numeros d que no son divisibles por el cuadrado de un entero, 
superior a 1, y que satisfacen a la condicidn q>(d)=A, los consideramos 
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a pares, de modo que en cada par figure un impar dj y un par 2^. 
Se tiene \i (d 4 ) + n (2di)=0.^ 

27. Sean p i9 ...» Pk distintos numeros primos. Haciendo a = pi . .. Ph* 
se tiene 

(p (a) = (Pl — I) ••• (Ph — l)- 

Sin embargo, si no hubiese numeros primos, distintos de p i9 phy 
se tendria cp(a) = l. 

28, a. Los numeros indicados se hallan entre los numeros sd; 
s=l,2, ..., y . Pero (s6, a)=6 cuando, y solo cuando, ^s, -^)=1 

(e, § 2, cap. I). Por io tanto, es justa la afirmacion senalada en la 
pregunta, y se tiene 

6\o d\a 
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30. Se tiene 


9 (0 + 9 (2) + . . . + <p (n) = 

_ V £Mj-2 2 t r +- ••+« S S|5- 


2 „ 


rf\i 


d\2 


d\n 
n 2 


= 2f‘( rf )(«+ 2 +---+[+) = 2» A ( d) w+ 0( ' ,lnn) 


d=l 


-42 


<!*=! 


d=l 

^+0 (» !n«)=-^-rt2 + 0(rtlnn). 


Respuestas a las preguntas del qapltalo III 
1, a. De 

/ > = fl fl 10 n ~ 1 + fl n „ 1 10 n “ 2 + . .. +fli, 

observando que 10 == 1 (m6d. 9), se tiene 

P = a„ + fl n-i+ • • ■ + a i (mod. 9). 

Por consiguiente, P es un multiplo de 3 cuando, y solo cuando, la suma 
de las cifras que le representan es un multiplo de 3; P es un multiplo 
de 9 cuando, y solo cuando, la suma indicada es un multiplo de 9. 
Observando que 10 e= — 1 (mod. 11), se tiene 

P b (oi + fl s + . . .) — (a 2 + <*4 + • • •) (mod. 11). 

Por lo tanto, P es un multiplo de 11 cuando, y solo cuando, la dife- 
rencia entre la suma de las cifras que ocupan lugares impares (con- 
tando desde la derecha) y la suma de las cifras que ocupan lugares 
pares, es un multiplo de 11. 

b. De 

P = 6 n l00n-i + ft n _ 1 100«“2_(_ . . . + 

debido a que 100 es —1 (mod. 101), se tiene 

P - (bi + * 8 + ...) - (fc + *4 + . . .) (mod. 101). 

Por consiguiente, P es un multiplo de 101 cuando, y solo cuando, 
(b t + b z + . • .) — (b 2 + + . . ) es un multiplo de 101. 

c. De 

/>=c n l 000n-i + c n _il 000*-2-f . . . + Ci 
debido a que 1 000 es 1 (mod. 37), se tiene 

P BmC n + c n -i + . . . + Cl (mod. 37). 

Por lo tanto, P es un multiplo de 37 cuando, y solo cuando, c n + 
+ Cn-t + • • • + Ci es un multiplo de 37. 
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Como 1 000 53 — 1 (mod. 7*11*13), se tiene 

P ss ( Ci + c 3 +...)- (c 2 + * 4 + • • ) < m6d - 7-11-13). 

Por ello, P es un multiplo de uno de los numeros 7, 11, 13 cuando, 
y solo cuando, (ct + c 3 + ...) — (c 2 + + . . .) es un multiplo 

de este mismo nfimero. 

2, a) Cuando x recorre el sistema completo de restos respecto del 
modulo m, ax + b tambien recorre et sistema completo; el resto mini- 
mo no negativo r del numero ax + b recorre los valores 0,1, ...» m— 1 
De aqui que 

m— 1 

* r—0 

P) Aplicando el resultado de la pregunta 18, b, cap. II, se obtiene 

2 { 4 } 

3, a. Sea r el resto minimo no negativo del numero ax + [c] respecto 
del modulo m. Se tiene 

r=0 


donde e < <D e = {c}. Si m<2/* + l el teorema es evidente, 

Por lo tanto, consideraremos solo el caso en que m>2/i+l. Haciendo 




se tiene — H <6 (r) < 

m v m 


h-\-z . 

— i — si r=m — 


[h + e], m — 1; — • 


h 8 a 

=<6 (r) en todos los demas casos. De aqui resulta que 


-[A + e]+e<S-^<ft+ e, 


b. Se tiene 


2 
m— 1 

: - 2 { 

z= 0 


s-im 




az+i|)(2)-j . 
n f ’ 


yp(z)^m(AM + B)+-^z. 
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Apliquemos el teorema de la pregunta a, haciendo A = |X|. Entonces 
se obtiene el resultado sefialado. 
c. Se halla 

m— 1 

Z~0 

k 

Aplicamos el teorema de la pregunta a, haciendo A=1 + y . Entonces 
se obtiene el resultado indicado. 

4. Desarrollemos A en fraccion continua. Sea Q n = Q' el mayor de los 
denominadores de las fracciones reducidas, que no es superior a m. 
Se.tiene (pregunta 4, b, cap. I) 


JL 

Q' ' Q'm ’ 


Q') = 1. |6'|<1. 


De las desigualdades m < Q n+1 < (< 7 n+1 + 1) Q n < CQ n , donde C es 
una constante, a la cual no superan todos los numeros q 8 + 1, para 
el mayor entero H' que cumple la condicion H'Q’ </n se deduce 
que H' < C. Aplicando el teorema de la pregunta 3, b, se obtiene 
M+H'Q '- 1 


2 {Ax + B}-±H'Q‘ <CyC. 


Sea mi ~ m — H'Q' . Si mi > 0, entonces, eligiendo los numeros Q” 
y H” en dependencia de m i} del mismo modo que se eligieron antes 
los numeros Q' y H' en dependencia de m, se obtiene 
M — 1 

x=Mi 

donde aplicamos la notacidn Af« = + Sea m 2 = m 4 — 

Si m 2 >0, entonces, de un modo semejante a lo anterior, se halla 


{ Ax + B }- 


i-W-Q- < 


etc., hasta que se llegue a un = 0. Entonces se obtiene 
(H'Q' + H’Q’ + . . . = m ) 

M+m- 1 


2 + <2-Cfc. 
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Los numeros Q', Q", . . Q (h> satisfacen a las condiclones 
m > Q' > mj > Q" > m 2 > . . . > > Q ,k > > 1. 

De aqui que (pregunta 3, cap. \) k — O (In m) y, por consiguiente, 
la formula indicada en la pregunta es cierta. 

5, a. Designemos con S la suma que figura en el primer miembro. 
l 

Sea t = A*. Para t < 40 el teorema es evidente. Por lo tanto, supo- 
nemos que x ;> 40. Tomando Afi == [Q + 1], hallamos unos numeros 
a, t m it 0i que cumplan las condiciones 

+ ; 0</nj<T, (a„ m,) = l, ! ©i I < 1- 

Tomando Af 2 =Afi+m lt del mismo modo hallamos los numeros a 2 , 

0 2 : tomando M 3 =M 2 +/n 2 , hallamos los ntimeros a 3 , m 3 , 0 3 ; continuamos 
as! hasta que se llegue a M s+ i = Af s -f" m s con condicion 0^[/?l — 
— Af« + i<[x]. Aplicando el teorema de la pregunta 3, c, se obtiene 

S — (mi + m 2 -(- • • • + 1 — M„i) | < 

<s ^ + T (l * , + ,_A1 * +l) ’ 


S--j(R-Q) 



t+1 

~2~’ 


La longitud del intervalo, para el cual 


a 

In 


mx 


</'(*)> 


a 

m 



2 A , • ' a 

no es superior a . Por consiguiente, con una misma fraccion — 

2A 

estan ligados numeros m*, m 2 , ...» m 8 . Sean a { y a 2 el 

valor mlnimo y maximo de a que corresponden a un m dado. 

Se tiene 


a 2 - ai + l< fe(/? ^ Q)m +l,05. 


m mx 

Por consiguiente, con el m dado estan ligados 


.<(£+■)( 


fe(j?— Q)m 


,05) 




T 
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numeros m 2l . m t , Sumando la ultima expresion respecto de 
todos los /n=l, 2, ...» M. se obtiene 


(2 1 n T +2 + ii±L+JMl,05< 


S~ (*-<?) <2 


*2^-Q) 


^ — — 1 n >1 -J- 8 A 

T * t 


b. Se tiene 


2 {/W41-a}-y(tf-Q)|<A, 


Q<x<R 

2 {/(*»-■ t(«-q) < a - 

de donde, haciendo 6 (*) = {/ (x)-f- 1 — <j} — {/ (*)}, hallamos 

[ 2 *(*)|<2a. 

Q<x^R 

Mas, si {/(*)}< a se tiene 6(x) = l— a, y si {^(*)}>a se tiene 
6(*)=— a. Por lo tanto, | (1 — a) yp (a) — a (R — Q — (o)) | < 2A, de 
donde se obtiene la formula indicada. 

6, a. Aptiquemos la formula de la pregunta 1, c, cap. II. Haciendo 
/(je) = "J//- 2 — *2, en el intervalo se * iene 


'■W— ysbr 

( r 2_jt2)2 

Por lo tanto (pregunta 8, a, cap. II, pregunta 5, a) 


r=„ +8 J 




c £ 

-4 4 + 8 ^7f {t} + 0 (r5 ln r) = ^ + 0 (r? ln r) - 


b. Se tiene (preguntas 11, d y 1, d, cap. II) 


t( 1 ) + t( 2 )+...+t(«) = 2 ^ [iJ-IV-P. 


0<x<c v'rt 
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Es suficiente eonsiderar solamente el caso n>64. Dividamos el intervalo 

\ 

X<*^"l/n, donde AT=2n 3 , en 0 (In n) intervalos de la forma 
Af<x<Al', donde M'<;2Af. Haciendo f (*) = —, en el intervalo 
M<x<Af' se tiene 


/'(*>=-- 




n 

4A1« 


</'(*)< 


8 n 

4M 8# 


De aqui que (pregunta 5, a) 

l 

2 {7}=4-(M , -Af) + 0(n 5 ln«), 

2 _ {t} ~T (»>»>>). 

0<*^ Vn 

Por otra parte (pregunta 8, b, cap. II) 

2 Y=£«+y»i n *+p(v») v«+o< 1 )- 

0<* j $ Vn 

Por lo tanto 

t (1) + x (2) -f . . . + x (n) =2£n -f * In n -f 2p ( V n ) V* — 

— Vn— n-f 2 + (Inn) 2 ) ~n(\nn-\-2E—\)-\- 

+ 0 (n^ (ln/ija) . 

7. Supongamos que el sistema es irregular y sea s el mayor numero 
entero que cumple la condition de que 2* figura en una cantidad impar 
de numeros del sistema. Uno de estos ultimos ntimeros lo sustituimos 
por otro menor, que contenga solamente aquellas potencias 2* que 
figuran en una cantidad impar de numeros del sistema restante. 
Supongamos que el sistema es regular. Un numero, que sea menor que 
alguno de los numeros T de este sistema, se diferencia de T al menos 
en una cifra en el sistema de numeration de base 2. 

8, a. Agregando el numero H = 3 n + 3 n ~ x + ... -f 3 + 1 a cada 
uno de los numeros, representados del modo indicado, se obtienen 



RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DEL CAP. Ill 161 

los numeros que se pueden obtener si en la misma forma x n , jc n _ t . . . 

. . ., *i, x o recorren los valores 0, 1, 2, o sea, se obtienen todos los 
numeros 0, 1, . . ., 2 H. 

b. Del modo indicado se obtienen mjm 2 . . . m k numeros que no son 
congruentes entre si respecto del modulo mjm 2 . . . m h , puesto que de 

X 1 + m t*2 m i m 2 x 3 + • • • + m l m 2 • • • Mh-^h = 

= jci + m 1 ^ + m 1 m 2 x 3 + . . . +m { m 2 . . . m*. ix' h (mod. m\tn 2 . . . m* ) 
se halla sucesivamente^ 

== x[ (m6d. mx), *! = *[; m t x 2 = mjx* (mod. mim 2 ), x 2 —x 2 ; 
mim 2 x 3 == /«i/7i 2 ^3 (m6d. x 3 = xj, 

etc. 

9, a. Del modo indicado se obtienen . . . m* numeros que no son 
congruentes respecto del mddulo m i m 2 . . . m&, puesto que de 

AMi + M2*2+..- + M**Jk = 

= Afi*i + . . . + Mkx' k (m6d. mim 2 . . . m h ) 

resultaria que (todo Mj, distinto de M SJ es un multipto de m 8 ) 

M 8 x 8 = M 8 x 8 (mod. m 8 )y x 8 = xj (mod. m 5 ), *,=*5. 

b. Del modo indicado se obtienen q) (m^ q> (m 2 ) . . . q> (m h ) — 
= q> (m!m 2 . . . m fe ) numeros, los cuales, en virtud del teorema de 
la pregunta a, no son congruentes respecto del modulo m^m 2 ... m h , 
y como (Mm + M 2 x 2 + . . . + M k x h , m a ) = (M 8 x 8f m s ) = 1, 
son primos con mi/n 2 . . . m k . 

c. Segun el teorema de la pregunta a, el numero Afi*i + M 2 x 2 + • • • 
. . . +’M h x h , donde x u x 2t . . ., x k reccorren los sistemas completos 
de restos respecto de los mddulos m it m 2 , . . ., m k , recorre el sistema 
completo de restos respecto del mddulo mim 2 . . . m k . Este numero 
es primo con mim 2 ... m k cuando, y solo cuando, (jq, mi) == 
= (x lt m 2 ) — ... — ( x h , m k ) = 1. De aqui que q> (mim 2 ... m ft ) = 
= <p(mi)<p (m 2 ) . . . q> ( m h ). 

d. Para obtener todos los numeros de la sucesion 1, 2, . . . p<* que son 
primos con pa, se deben borrar los numeros de esta sucesion que son 
multiplos de /?, es decir, los numeros /?, 2 p, . . ., p*~ x p. Por lo tanto, 
q> (p*) = P° — P®' 1 - De aqui y del teorema c, § 4, cap. II se deduce 
inmediatamente la expresidn para q> (a). 

10, a. La primera afirmacidn se deduce de 

r *1 | | Xfi ^ ( M iXi + .. . , 

X m i ** ' * * m h J l m J 9 


i 1-1030 
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la seg iinda se deduce de 


b. Las fracciones 

[ 7i (*i» ■♦♦i ^i) | | I 

l 0*1 * * * 0** J 

coinciden con las fracciones 

r /i (Afi^i+ » . ■ »»*» ^1^14- ■■ 

0*i 




“he** 


, fh {Mix^ ...+M k x k 

♦»•■*** j 


*}• 


De 


Mh 

o sea, con las fracciones { + . . . + ^* ^ ^ 

l 0*i 0*a 

aquf se obtiene facilmente la primera afirmacidn. La segunda se demuestra 
de un modo analogo. 

II, a. Si a es un multiplo de m % se tiene 

X 

Si a no es divisible por m, se tiene 


2 ni — 



b. Para a no entero, el primer miembro es igual a 


e 2nia(M+P) __ ^jrfaM 




-1 


1 


1 


'sen n (a) h (a) 


c. Segun el teorema de la pregunta b, el primer miembro no es superior 
a T mr donde 

m— i 

1 


m-1 


0=1 


Pero si m es impar 


■(*r 


T m <m 2 ln ^=T =m 


Inm. 


o<«< - 
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y si m es par 
T — 

* m 


s 


,_2a+l , m 

,n 253ry+T 


2 ,n IS < m,nm - 


A Wl 

0< a ^"2" 


0<a<- 


Como -I-—- = para * a co * a m * n m s® puede disminuir en 

2 "T S '”Si'-T>"( 2 [T-]+')- 


0<a 


La ultima expresion es >-y- si m> 12 y es >m si m>60. 

12, a. Supongamos que m—p^i. . es la descomposicidn candnica 
del numero m. Haciendo pai=sm u y conservando las 

notaciones de la pregunta 10, a, se tiene 

2ni JL 2 ni 2ni -5- 

2* mi 

Si 

Pero, si a*=l, se obtiene 


2ni — ~ 2ni 


2 


2ni - 
C 




2nt - 


— 1 = — 1. 


Si a # >l, haciendo m 9 ~pjn'„ se obtiene 


2ni 

?* 




2*i— m i _1 2*i; 


=2« •- S 


* 5=0. 


u=0 

m -‘ 2*i-£- 


b. Sea m entero, m> 1. Se tiene 2 e m — La sums de los 
tdrminos del primer mlembro de esta igualdad que cumplen la condi- 
cidn ( x , m)=d, es igual a p , en virtud del teorema de la pre- 


gunta a. 
c. Obtenemos 


2 * 1 -L 
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donde, haciendo m= mod, se tiene 


"c 1 2ni — 

mo . 


2 e 

u=0 


Esta suma es ieual a 0 si d<m e igual a 1 si d = m. De aqui resulta 
el teorema de la pregunta a. 

d. Las igualdades se deducen de la pregunta 10, b. 

e. Se tiene 


A(m i )...A(m h ) = m-r ^ 2 S «i» m i •"’ Sa h> «A’ 

“i °k 


donde a i% ...» a k recorren los sistemas reducidos de restos respecto 
de los mddulos mj, ...» m De aqui (pregunta d) se deduce inmedia- 
tamente la primera igualdad de la pregunta. La segunda igualdad 
se demuestra de un modo analogo. 

13, a. Se tiene 

P" 1 2ni ~ f p, si n es multiplo de p, 

2j e 0 en caso contrario. 

x=0 


b* Desarrollando el producto que corresponde a un n dado resulta 

d — i „ . nx 

S fi ( d ) 711 d 

— 2j e 

d\a x=0 

De aqui, sumando respecto de todos los n = 0, 1, ...» a — 1, se 
obtiene la expresion conocida para <p (a), 

14^ La parte de la expresion del segundo miembro que corresponde 
a un valor de x que es divisor de a y es igual a 1; la parte que correspon- 
de a un valor de x que no es divisor de a, es igual a 0. De aqui que la 
expresidn en cuestion es igual al doble del numero de divisores de a, 


menores que V a » mas 6, es decir, es igual a t (a). 
15, a. Se Hene 

(/ii-M 2 )p = 


= Af +(f ) ^- %+■■■+ ( p f.,) Mr 1 +*? = />?+*? (m<5d. p); 


(hi+h t + h 3 )P = (ft, + h 2 )P -f A? = A? -f A? + ft? (m6d. p), etc. 

b. Haciendo A, = A,= . . . =ft a = l, del teorema de la pregunta a 
se obtiene el teorema de Fermat. 

c. Sea (a, p) = l. Para ciertos enteros N it N lt ...» Na, se tiene 

aS P-‘> = 1 + Nip, 0 P «P-« = (1 + N iP) p = 1 + N iP 2 < 

a P*(p-l) = 1+JVjpS a P*- 1 (P-l) = i + v a p“ 

a V(po) s j ( m 6 < i. p a ). 
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Sea . . • Pj^ la descomposicion canonica del numero m. Se tiene 

„ <P(Pfc fc ) a* 

a 1 ' s= 1 (m6d. p? 1 ), ...» a * =l(mod. p**) 

a <p <m) = 1 (mod. pf 1 ), .... a <p(m) e 1 (mod. /£*•), 

a* (m) = 1 (mdd. m). 


Respaestas a las pregantas del capltalo IV 

1, a. El teorema se deduce Inmediataoiente del teorema de la pre- 
gunta 11, a, cap. III. 

b. Sea d un divisor del numero m, m=mod, Hd denota la suma de los 
terminos que cumplen la condicidn (a, m)=d en la expresion para Tm 
de la pregunta a. Se obtiene 

m-1 m-1 2 *{ : l w) 

// d =2 2 ••• 2 e "• 
ao x=0 u>=0 

donde a 0 recorre el sistema reducido de restos respecto del modulo m 0 . 
De aqui se deduce que 

mo-l mo-1 2n< V(»»-»o) 

H d =dr 2 2 *•* S e m ° =m r A(m 0 ). 

ao xo=0 i0o=O 

c. Supongamos que m>0, (a, m) = d, a=aod, m=m<)d, T es la can- 

tidad de soluciones de la congruencia ax = b (mod. m). Se tiene 

2wi a<ax ~ b> m-1 m ~ 1 2ni -222. *-2ni — 


^m — 2 2 

a=0 x=o 

d-l — 2ni -^21 

— m 2 e 
ai=0 


7Tl() 


-{ 


-2 2 * 
a— 0 x~0 

md y si b es multiplo de d, 
0 en caso contrario. 


d. Haciendo (a, m) = d 1 , (b y d 1 )=d 2 , ...» (/» d^J^d,., m = d 1 mt* 
dj — d 2 m 2 , ..., d r -i=d r m r , hallamos d = d r , 

m-ltn-i m-1 m-1 2j ii a <g±*id^d±£±l> 

^ 2 2 ••• 2 e m = 

a=0 x=0 y=0 io=U 

di-lm-l m-1 2 „i aijfiy+^^+fw+g) 

=« 2 2 ••• 2 e dl 

ai~0 y = 0 io=0 


“r 1 2nt S~ 

d r-i = m r 2 * r 


= mr-i 2 2 * 

a r _|=0 u>=0 
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c. Apliquemos el metodo de induccidn. Conservando las notaciones 
de la pregunta d, supongamos que el teorema es vdlido para r variables. 
Consideremos la congruencia 

lv+ax+... + fw-\-g*Q (mod. m). (2) 

Sea (/, m) — d 0 . La condicidn para que sea posible la congruencia (2), 
es ax+... + fw+gaaQ (m6d. d 0 ). La ultima congruencia es 
posible solamente si g es multiplo de d! % donde d' = (a, . . ., /, d 0 ) = 

=r (/, a , . . ., A m); en este caso, esta admite soluciones. Por 

consiguiente, la congruencia (2) es posible solamente en el caso en que g 

es multiplo ded'; entonces, esta admite (^*) “ mr d'solucio- 

nes. Por lo tanto, el teorema tambien es valido para r + 1 varia- 
bles. Pero el teorema subsiste para una variable. Esto signifies que 
este siempre es vdlido. 

2, a. Se tiene av>(m) « 1 (mdd. m), a*bcP C**)* 1 (mdd. m). 

b. Se tiene 

1-2... (a— 1) JgZliliii = 
s b-l»2 ... (1 — «) (mod. p), 

de donde, dividiendo tfermino a termino por 1*2 ... (a— 1), se obtiene 
el teorema indicado. 

c. a) Evidentemente, es suficiente limitarnos al caso (2, 6) = 1. Eli- 
giendo el signo de un modo adecuado, se tiene 6±ms0(m6d. 4). 
Sea 2^ la maxima potencia de 2 que divide a b ±. m. Si 6 > se tiene 

x s — y g— (mod. m). 

Si se tiene 

^~ 6 x = (mod. m). 

Con esta congruencia repetimos una operacion analoga, etc. 
p) Suponemos que (3, b) = 1. Eligiendo el signo de un modo adecuado, 
se tiene b ± mss 0 (m6d. 3). Sea 3 d la maxima potencia de 3 que divide a 
b ± m. Si d > se tiene 

b-^ztn , , . 

x =s — — — (mod. m). 

Si se tiene 

3*-^-^ (mod. m). 
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Con esta congruencia repetimos una operacion analogs, etc. 
y) Sea p un divisor primo de a, Hallemos t de la condicion b-\- mt e 0 
(mod. p). Sea p fi la maxima potencia de p que divide a (a, b+mf), y sea 
a=flt!P 6 . Se tiene 

a iX s (mod. m). 

Si flj > 1 , repetimos una operacion analoga con esta nueva congruen- 
cia, etc. 

El metodo indicado es comodo en el caso en que el numero a posea 
factores primos no muy grandes. 

3. Haciendo t = [x] , escribimos las congruencias 
a>0== 0(mod. m), 
a* 1 & Pi (mod. m), 


a-t s= yt (mod. m), 
a*0 == m (m6d. m). 

Colocando estas congruencias en or den de crecimiento de sus segundos 
miembros (comparese con la pregunta 4, a, cap. II) y restando termino 
a termino cada congruencia (a excepcion de la ultima) de la que le 
sigue, se obtienen i + 1 congruencias de la forma az=&u (m6d. m); 

0 < I z |< t. En este caso, al menos en una congruencia sera 0 < u < ~ . 

En efecto, u admite t + 1 > x valores, estos valores son positivos, 
y su suma es igual a m. 

4, a, a) Se deduce de la definicion de fraccion simbolica. 

P) Aqui se puede hacer bo — b+mty donde t se define por la condicion 
b~{-mt s 0(mod. a); entonces, satisface a la congruencia ax = b el 

numero entero, representado por la fraccion ordinaria — . 

a 

y) Se tiene (6 0 es un multiplo de a, do es un multiplo de c) 

j . d bp . dp bpc-^ado bc-\-ad 

a ' c ~~ c c ac = ac * 

d) Se tiene 

b d _ b$ do 6 q4) bd 

a c a c ~ ac ~ ac ' 

b, a) Se tiene (las congruencias se toman respecto del modulo p) 

/ P—1 (P— 0(P— 2) . . (p — a) _ ( — 1)* 1 -2 ... a 

V a 1-2... a “ 1*2 ... a * 
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La pregunta 2, b se resuelve mas facilmente asi: 

b _ fr ( l)°-i (p 1) ... (p (q — 1)) 

a 1-2 ... (a — \)a 

P) Se tiene 


(mod. p). 


2 p -2_ . P—1 . (P — 1) (P — 2) . 

~r~ = ,+_ T2" + — r^3 — +••• 

(p — 1) (p — 2) . . . (p — (p — 2)) 

• • + n*“(i>-i) (m6d - p) - 


5, a. Entre los numeros s, s + 1, . . s + n — 1, ningun par puede 
tener simultaneamente divisores comunes con d . Los productos 
s (s + 1) . . . (s + n — 1) pueden ser reunidos en n* clases segun 
]a cantidad de modos con que el numero d pueda dividirse en n factores 
primos entre si, teniendo en cuenta el orden de estos ultimos (pre- 
gunta 11, b, cap. II). Sea d = UiU 2 . . . u n una de tales divisiones. 
La cantidad de productos con la condicion s s 0 (m6d. «i), s + 1 

=0 (mod. u 2 )» • . s+n— 1=0 (mod. u n ) es igual a Por lo tanto, 


ei numero buscado es igual a n * 
b. El numero indicado es igual a 


d\ a 

donde x es igual a la cantidad de divisores primos del numero d. 
Pero, se tiene 




d\a 


6, a. Todos los valores de x que satisfacen a la primera congruencia 
vienen dados por la igualdad x = b t + rrixt , donde t es entero. Para 
elegir entre estos aquellos que satisfacen tambien a la segunda congruen- 
cia, hay que limitarse solamente a aquellos valores de t que satisfacen 
a la congruencia 

rtiit as b 2 — bi (mod. m 2 ). 


Pero esta congruencia es resoluble cuando, y solo cuando, b 2 — b± 
es multiplo de d. Ademas, cuando esta es resoluble, el conjunto de 
valores t que la satisfacen se determina por una igualdad de la forma 

mo 

t = t { j + t', donde V es entero; el conjunto de valores x que satisface 
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a] sistema considerado en la pregunta se determina por la igualdad 


b. Si el sistema 

* == bi (mod. m^, x = b 2 (mod. m 2 ) 
es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x =s x if2 (mod. m 1>2 ). Si el sistema 

x sb * lt2 (mod. x s b z (mod. m 3 ) 

es resoluble, el conjunto de valores x que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma x ss *i, 2t3 (mod. m it2t z). Si el sistema 
x sb xi , 2 ,3 (mod. mi, 2 , 3 ), x == b k (mod. m 4 ) 
es resoluble, el conjunto de valores * que le satisface se expresa por 
una congruencia de la forma * == x u 2 , 3 , 4 (mod. mi, 2 , 3 l4 ), etc. 

7, a) A1 sustituir * por — * (en virtud de lo cual *' se sustituye 

por—*') el valor de la suma j no varia. 

P) Cuando * recorre el sistema reducido de restos respecto del m6du- 
1 o m, *' tambien recorre el sistema reducido de restos respecto del 
modulo m. 

y) Haciendo x=~hz (mod. m), resulta 

ahz+bz' 

Z 

6) Se tiene 

. a\m2X+avn\y+mzx’+inn-\y' 

fir) (^) -22* 

* y 

Haciendo m 2 *'-f = se tiene 


(aim 2 x4-a 2 miy) (m^'-fm^') == aim\~\-a^n\ (mod. m^), 
/ flii 1 \ / 1 \ / m|gi4-mfg 2v 1 \ , 

\ m* / \ m 2 / \ n%im 2 I * 


lo cual demuestra la propiedad indicada para el caso de dos factores. 
La generalizacion para el caso de mas de dos factores es trivial. 

8. La congruencia 

ao* n + Ai**- 1 + . .« . -f On — <h (* — * *i)(* — x 2 ) . . . (* — * n ) b 

as 0 (mod. p) 
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admite n soiuciones. Su grado es inferior a n. Por consiguiente, todos 
sus coeficientes son multiplos de p, lo cual se expresa mediante las 
congruences indicadas en la pregunta. 

9, a. Si p > 3, para cada x tornado de la sucesion 2, 3, . , p — 2, 
hallamos en esta sucesion un numero correspondiente x', distinto del 
mismo x, que cumple la condicidn xx' si 1 (mod. p); en efecto, si 
fuese x = x r resultana que (x — l)(x + 1) « 0 (mod. p); x wm 1 
o x wm p — 1. Por consiguiente, 

2*3 ... (p — 2) » 1 (m6d. p); 1 -2 . . . (p — 1) « -1 (mod p). 

b. Sea P > 2. Suponiendo que P posee un divisor u que cumple la 

condicidn 1 < u < P, se tendria que 1 *2 . . . (P — 1) + 1 mm 
si (m6d. u). 

10. a. Hallamos un numero h que cumpla la condicidn a^haml (m6d. m). 
La congruencia dada equivale a la que sigue: 

x 71 + aj/ut* 1 " 1 + . . . + » 0 (m6d. m). 

b. Sea Q (x) el cociente y R (x) el residuo de la divisidn de x* — x 

por / (x). Todos los coeficientes de Q (x) y R (x) son enteros. Q (x) es 
de grado p — n, R (x) es de grado inferior a n, 

xP — x = f (x) Q (x) + R (x). 

Supongamos que la congruencia f (x) mm 0 (m6d. p) posee n soiuciones. 
Estas mismas soiuciones son tambi6n soiuciones de la congruencia 
R (x) as 0 (m6d. p). Por lo tanto, todos los coeficientes de R (x) son 
multiplos de p. 

Recfprocamente, supongamos que todos los coeficientes de R (x) son 
multiplos de p. Entonces / (x) Q (x) es multiplo de p para los mismos 
valores de x que xP — x; por lo tanto, la suma de los numeros de soiu- 
ciones de las congruences 

/ (x) a 0 (m6d. p), Q (x) n 0 (m6d. p) 
no es menor que p. Supongamos que la primera admite a soiuciones 
y la segunda p soiuciones. De 

a<n, p < p — n, p<a+p 
deducimos que a = n, p = p — n, 

c. Elevando termino a termino la congruencia dada a la potencia 
p ~~ nos convencemos de que la condicion indicada es necesaria 
Supongamos que se cumple esta condicion; de 
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se deduce que el residuo de la divisidn de xP— x por x n — A es igual 
/ p - 1 \ P-i 

a n — 1 / jc, donde A n — 1 es multiplo de p. 

11. De *£ 55 (mdd. m), p n si (mod. m) se deduce que (x 0 y) n a 
£~^(mdd. m); ahora bien, los productos x 0 y que corresponden a valores 
de y incongruentes (respecto del mddulo m), son incongruentes. 
De x£ == A (mdd. m), x n 5= A (mdd. m) se deduce que x n s x? (m6d. m) y f 
determlnando # de la condicidn x s yxo (mdd. m), se tiene 
t/ n ~~ 1 (mod. m). 


Respuestas a las preguntas del capitulo V 
1 . La congruencia indicada es equivalente a la siguiente: ( 2 ax + b) % s» 
&3 b* — 4 ac (mod. m). Para cada solucion z wa (mdd. m) de la con- 
gruencia 2*356* — 4 oc (mdd. m) hallamos de 2ax + 6*s2 0 (mdd. m) 
una solucion correspond iente de la congruencia indicada. 


2, a. Si j = 1, se tiene a 2m+1 s 1 (mdd. p), (a*» + i)2 =s a (mdd. p), 
x ss ± n m+1 (mdd. p). 

b. Si = 1 , se tiene a 4wi+2 ss 1 (mdd. p), a2m+x s -j- i (mod. p), 

a 2m+2 == -j- a (mdd. p). 

Como = — 1 , tambien se tiene 2 4m+2 =s — 1 (mdd. p). Por lo 

tanto, para un s que toma uno de los valores 0; 1, resulta 

a 2 m +2 2< 4m+2)« == a (mod. p), x = d= a m+1 2 t2 m+D* (mdd. p). 


tiene 


c. Sea p=2*/k+l t donde fc >3 y 6 es impar, = Se 

a 2 * 1/1 =5 1 (mdd. p), a 2 * 1 2fl s dh 1 (mdd. p), 

jV 2 * 1/1 == — 1 (mdd. p) 

Por consiguiente, para cierto entero no negativo s 2 , se ob tiene 

_ 1(m6d> p) a 2 ft -*ft iV .22 ft - i! s ±1 (m6d . p). 

de aquf, para cierto entero negativo s 3, se ob tiene 

a 2 * z hfl 8 3 2 h 2 s | (m^ 8 == ± 1 (mdd. p), 

etc.; finalmente, se obtiene 




== 1 (mdd. p), x 2= ± a 2 (mdd. p). 
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d. Se tiene 

1-2 ... 2m (p — 2m) . . . (p— 2) (p— l)-fi si 0 (mod. p), 

(1-2 ... 2m) 2 + 1 =0 (mod. p). 

3, a. Las condiciones de resolubilidad de las congruencias (1) y (2) se 
deducen trivialmente (f» § 2 y k, § 2). La congruencia (3) es resoluble 

cuando, y solo cuando, =1. Pero = ("J") y 

/ p \ = f 1, si p es de la forma 6m+l, 

\ 3 / t. — 1, si p es de la forma 6m-f-5. 

D. Cualesquiera que sean los primos distintos p u p 2 , . . p k 

de la forma 4m + 1, el divisor primo minimo p del numero 
(2pip 2 . . . p h ) a +1 es distinto de p it p 2> .... p* y, como 
(2ptp 2 . . . p h )* + 1 «h 0 (mod. p), es de la forma 4m + 1. 
c. Cualesquiera que sean los primos distintos p u p 2 , . . ., p* 

de la forma 6m + 1, el divisor primo minimo p del numero 
(2piPa . . . pjt)*+ 3 es distinto de Pi,p 2i . . ., p k y, como (2pip 2 . . . 
Pk)* + 3 mm 0 (m6d. p), es de la forma 6m + 1. 

4, En el primer conjunto hay numeros que son congruentes con 

1-1, 2*2, . . ., 0 sea » con * 0( * os l° s res * os cuadr&ticos del 

sistema completo; segun la condicion, un numero que pertenece al 
segundo conjunto es un no-resto cuadritico. Pero al segundo conjunto 
j>ertenecen todos los productos de este no-resto por todos los restos, 
es decir, pertenecen todos los no-restos cuadr^ticos. 

5, a. Supongamos que en el sistema de numeracion de base p 

a=«<x-iP a-1 + • • • +aiP + ao 


y que la solucidn buscada (el resto minimo no negativo) es 


Formemos la tab la: 

* = *<x-lP“ 

' 1 +--*+*iP + *0- 


<0 

fl a-i 


<*3 

a 2 


a 0 

2*o*a-t 

2*0*4 

2*0*3 

2*0*2 

2*0*1 

r l 

x o 

2*l*a-2 

2*1*3 

2*1*2 

*! 



2*s*a-3 

Y 2 

X 2 





... 





RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DEL CAP. V 173 


donde en la columna bajo a * figuran los numeros cuya suma engendra 
el coeficiente de p* en el desarrollo del cuadrado del segundo miembro 
(1) segun las potencias de p . Hallamos x 0 de la condicidn 

xl == a 0 (mod. p). 

Haciendo — — — = p^, obtenemos x\ de la condicion 
P 

Pi + 2x 0 Xi == at (mod. p). 

Haciendo -- 1 — p 2l obtenemos x 2 de la condicion 

p 2 +2x 0 x 2 +x{~a 2 (mod. p), 

etc. Como (x 0 , p) = l, para el numero xq dado, los numeros * 1 , x 2 , . . • 
• •.,x a -i se determinan univocamente. 

b. Aqu! 

n= n a _i 2 a * - 1 - 032 s 4 - g 2 2% -f- aft. -f- oq , 

x = x a -i2 a “ 1 + • • • + *32 8 + ^2* + x t 2 + xq. 
y se tiene la tab la siguiente: 


a (X-i 

... 

*4 

*3 

a 2 


*0 

*0*a~2 

... 

*0*3 

*0*2 

* 0*1 


y2 

*u 

*i*a-3 

... 

*1*2 


y2 

*1 



*2*a-4 

... 

4 





... 


Consideremos solamente el caso a > 3. Como (a, 2) = 1, tiene que 
ser necesariameiite a 0 = 1. Por lo tanto, jc 0 — 1 • Luego tiene 
que ser necesariamente ai — 0 y, como x 0 *i + x\ = jq + x\ aa 
= 0 (m6d. 2), tiene que ser necesariamente n 2 =0. Para*! son posibles 
dos valores: 0 y 1. Los numeros x 2f x 3 , . . ., * a -2 se determinan 
univocamente, y para x a -i son posibles dos valores: 0 y 1. Por lo 
tanto, s i a>3 tiene que ser necesariamente a = 1 (m6d. 8), y enton- 
ces la congruencia indicada admite 4 soluciones. 
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6. Evidentemente, P y Q son enteros, y Q es congruente respecto del 
mddulo p con el numero que se obtiene al sustituir a por 2 s , para lo cual 
es suflciente sustituir '\/a por z. Por lo tanto, Qm *2°~ 1 <* a ~ 1 (mdd. p ); 
por consiguiente, (Q, p) = 1 y Q' verdaderamente se puede determinar 
de la congruencia QQ' « 1 (mdd. p a ). Se tiene 

P*— a32^(2+V«) a (^--Va) a (m6d. p 0 *), 

de donde 

(PQ') 2 - a (QQ ') 2 s a (m6d. p a ). 

7. Sea m = 2 a pf 1 . p£* la descomposicion canonica del niimero «. 

Entonces m se expresa de 2* maneras en la forma m = 2®a6 , donde 
(a, 6)~I. 

Supongamos que a = 0. De (x — l)(x + 1) ■■ 0 (m6d. m) se deduce 
que para ciertos a y 6. 

x ■■ 1 (m6d. a); x » — 1 (m6d. 6). 

Resolviendo este sistema se obtiene x ■■ x 0 (m6d. m). Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 2* soluciones. 

Supongamos que a = 1. Para ciertos a y 6 

x m 1 (mdd. 2a); x mm — 1 (mdd. 2b). 


Resolviendo este sistema se obtiene xhXq (mdd. m). Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 2* soluciones. 

Supongamos que a = 2. Para ciertos ay b 

x mm 1 (mdd. 2a); x » — 1 (mdd. 26). 

Resolviendo este sistema se obtiene x s xq ^mdd. -jp j . Por lo tanto, 
la congruencia indicada tiene 2*+* soluciones. 

Supongamos que a >3. Para ciertos a y 6 tiene que verificarse uno 
de los sistemas 

xss 1 (mdd. 2a); xs-I (mdd. 2 a “ 1 6); 

xs 1 (mdd. 2°“ 1 a); xs-1 (mdd. 26). 


Resolviendo uno de estos sistemas se obtiene x == x<> ^mod-—- J . Por lo tan- 


to, la congruencia indicada tiene 2* +2 soluciones. 

8, a. Determinando x de la congruencia xx' == 1 (mdd. p) t se tiene 
v- i 

*(*+*) 

P / " P 


^ * 
2 (- 


j __ ^ (**' (*X*4 -**') ) ^ ( 1 + j 

X«i 4fs=i 
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Evidentemente, l+kx ' recorre todos los restos del sistema complete, 
a excepcidn de 1. De aqu! se deduce el teorema indicado, 

b. La igualdad en cuestion se deduce de la igualdad 

x=i 

-Is ('+*(f)+n(^-)+<n(i^-')). 

x=i 

c. Supongamos que 6 denota la cantidad de valores de y que son igua- 
les a cero (por consiguiente, 6=0 6 6=1). Se tiene 

V x«0 

Ahora hallamos que: 
s»„ V =*P, Si y i =y=0; 

S Vjt y = 0, si solamente uno de los numeros y t e y es igual a cero; 

s Vu y = — 611 * os < * em ^ s casos * 

Por lo tanto, 

S*<x(pd + p(K-«)_(2 (^-)) 2 )<XKp. 

d. a) Se tiene 


v>o 


p-lQ-i Q— 1 

»-2 S S ( 

x=0 n^O r=~0 


(*+?»)(*+?) 


) 


Para *! = *, la sumacidn respecto de x da p— 1. Para z\ distinto de z, 
la sumacidn respecto de x (pregunta a) da— 1. Por lo tanto, S = 
=PQ-Q*. 

P) Segun el teorema de la pregunta a), se tiene 

r ( QO,5+0.5X) 2<s < p(?; T<pQ~ X . 

Y) Si p 5, el teorema es trivial. Si p > 6, aplicamos el teorema de la 
pregunta a). Suponiendo que en la sucesidn indicada en la pregunta 
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no hay no-restos cuadrdticos, llegamos a la conclusion que S x = Q 
para x = M, M + 1, . . ., M + Q. Por lo tanto (Q 2 + 2 Q 
y Q 2 + 2Q + 1 no son iguales a p, puesto que son compuestos), halla- 
tnos 

(Q + 1) Q 2 < (p — Q) Q, Q 2 + 2Q < p, (Q + l) 2 < p, 
lo cual es imposible,. 

9, a. Si m se expresa en la forma (1), la solucion 

z as z 0 (mod. m) (5) 

de la congruencia x & zy (mod. m) tambien es solucion de la congruen- 
ce (2). Diremos que la expresion indicada esta ligada con la solucion 
(5) de la congruencia (2). 

Con cada solucion (5) de la congruencia (2) esta ligada no menos de 
una expresidn (1). En efecto, tomando %~ Vm, se tiene 

(P, Q)=i,-o<Q<Vm, I e | < 1. 

Por lo tanto, z 0 Q = mP~\~r^ donde |r|< V m * Luego, de (2) se deduce 
que | r | 2 + Q 2 ~ 0 (mod. m). De aqui y de 0’< | r | 2 +Q 2 <C 2m se obtiene 

m = |r| 2 + Q 2 . (6) 

Ahora bien, (|r|, Q) = l, puesto que 

1_ ' 2 +Q 2 - (zpQ-mP) ZpQ-rmP+Q 2 _ rP (nj6d . Q) 
m m 

Si | r | = r, r sa z 0 Q (m6d. m), la expresion (6) esta ligada con la 
solucidn (5). Si | r | = — r, como z$Q s z 0 r (mod. m), Q as 
==z 0 |r|(mod. m), la expresion m=Q 2 + |r| 2 esta ligada con la solucion (5). 
Con cada solucidn (5) estd ligada no mas de una expresion (1). En 
efecto, si dos expresiones del numero m en la forma (I), m = x 2 + y* 
y m = x\ + y\ t est£n ligadas con una solucion* (5), entonces, de 
x am z Q y (m6d. m), x t am Zo^i (mod. m) se deduce que xy^ be x t y (m6d. m). 
Por lo tanto, x y x = x t y, y como ( x t y) = (x it y t ) — 1, resulta que 

* ~ x u y = |f t . 

b. Si p se expresa en la forma (3), la solucion 

z os z 0 (mdd. p) (7) 

de la congruencia x as zy (m6d. p) tambien es solucion de la congruen- 
cia (4). Diremos que la expresion indicada esta ligada con la solucion 
(7) de la congruencia (4). 
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Conociendo la soluci6n (7) de la congruencia (4), hallamos no menos 
de una expresidn (3). En efecto, tornado t = se tiene 

(P, q)=i, o<q<Vp, |ei<i. 

Por lo tanto, z 0 Q =* r (m6d. p), donde | r |<Vp* Luego, de (4) se 

deduce que | r | a + aQ % * 0 (m6d. p). De aqul y de 0 < | r | a + 

+ aQ 2 < (1 + a) p se deduce que, si a = 2, tiene que ser | r |* + 

+ 2 Q 2 = p 6 | r | 2 + 2 Q 2 == 2 p. En el ultimo caso | r | es par, 

I r | ===== 2r lt p =s Q 2 + 2 r}. Si a = 3, tiene que ser | r | 2 + 3Q* = p, 
6 | r |* + 3Q 2 = 2p, 6 | r | 2 + 3Q a == 3 p. El segundo caso es impo- 
sible, pues, respecto del modulo 4 el primer miembro es congruente 
con 0, mientras que el segundo miembro es congruente con 2. En el 
tercer caso, | r | es multiplo de 3, | r | = 3 r it p = Q 2 + 3rJ. 
Suponiendo que dos expresiones del numero p en la forma (3), 
p = x 2 + ay % y p = x\ + ay { , estan ligadas con una misma solucidn 
de la congruencia (4), hallamos que x = x it y = y x . Suponiendo que 
estas expresiones est£n ligadas con soluciones distintas de la con- 
gruencia (4), hallamos que x=z*zy (m6d. p), — zy t (m6d. p), 

de donde xyt + x^y sa 0 (mod. p), lo cual es imposible, puesto que 
0 < (xyi + xiyf < (* a + y 2 )(x J + y\) < p a 
c, a) Los terminos de la suma S{k) con x—x^ y x= — jt t son iguales. 
P) Se tiene 

sm= ^ sm . 

x =0 

y) Haciendo p— l=2pi, se tiene 

pi pi 

Pi ( S (')) 2 + Pi ( S(«)) 2 =2 ( 5 ( r / 2 )) 2+2 ( s ("< 2 )) 2 = 

<=1 *=1 

SS* (ais±a<e±fi-) . 

*= 0 x=i 1/=1 A =0 

Si p no es igual a x o a p— x, el resultado de la sumaci6n respecto 
de k es igual a — 5 si 0=* o y=p—x fete es iguala 

(p— 1)X (y) . Por lo tanto, 

Pi (S(r)) 2 +Pi (S (n)J*=4p Pl . p = (~S ('))* + ({s(«)) J 


2—1030 
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10, a. Se tiene 

X2-DK2 = (x,+ yi V5) (x t ± y t VD) (xi — 

-Vi VD)(x t ±y t VD)=k2. 

b. Tomando cualquier x* que cumpla la condicibn x t > 1, hallamos 
unos enteros x if tj\ que cumplen la condicion | y\ ']/D—x i | < — , 

de donde, multiplicando termino a termino por 
y% VD+Xi< 2y t 1/D+ 1, obtenemos | xf — Dy\ | <T\/D +1. Tomando 

t 2 > Ti de modo que sea | y t '\ZD — x i I > “^ * hallamos unos nuevos 
enteros x 2t y% que cumplen la condicibn | x} — £tyf|<2 etc. 

De aquf se deduce que en el intervalo — 2 V D— 1 < k < 2 1/0+ 1 existe 
un entero % distinto de cero, tal que eijtre los pares xt, yi\ x 2 , yi\.- 
hay un conjunto infinite de pares x, y que cumplen la condicion 
x2— Dy 2 =fe; entre estos bltimos siempre habrd dos pares % y 
£a» ^2 que satisfacen a la condicibn £i=3£ 2 (mod. |fc|), t} t s 
t ) 2 (mbd. | & | ). Determinando los enteros go, t ] 0 mediante ia igualdad 

lo+rio VI>=(Ci+T|! VS) (g>— 21 a V5), se tiene (pregunta a) 
|J-Dr,J=l * I 2 . So = a 0 (m6d. | k | ); 

% Si'll +£i% = 0 (m6d. |*|). 

Por lo tanto, lo=6l^li T lo= T ll^l» donde | v t) son enteros y 
f 2 — Dij 2 = 1* 

c. Los nbmeros x % y que se determinan por la igualdad (2) satisfacen 
(pregunta a) a la ecuacibn (1). 

Suponiendo que existe un par de enteros positivos x, y que satisfacen 
a la ecuacibn (1), pero distinto de los pares que se determinan por la 
igualdad (2), para cierto r==l, 2, ... tendremos 

(Jto+yo yz>) r < x+y y5< (xo+y 0 yD)r*K 

De aquf, dividiendo termino a termino por (x 0 + y 0 V^) f » obtenemos 

l<X+YVD<xo+y 0 VD. (3) 

donde (pregunta a) X e Y son enteros que se determinan por la igual- 
dad 

- C+> VB) (*.-». VS)' 

y satisfacen a la ecuacWn 


X»-OK2=i. 


( 4 ) 
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Pero de (4) se deducen las desigualdades 0 <X — K V^< las cua- 
les, junto con la primera desigualdad (3) t muestran que X e Y son 
positivos. Por lo tanto, la segunda desigualdad (3) contradice a la 
difinicidn de los numeros y Q . 

II, a, a) Se tiene 

p-lp ~ 1 / t V ->-■ ax(t— 1) 

l^,pN{/.,/a,p=2 2 (y)* p • 

<= i 3C= 1 

Para / = ! la sumacidn respecto de x da p — 1; para *>1 resulta 
— (-—) . Por lo tanto 

p~i 

|Wa, P P=P-i-2 (y) =p. \u*.p\=Vp- 


o sea 


t=*2 
p - 1 p-i 


at 


\Ua, p \*=U a , p U a , ,, = 2 2 (hT") ( 7 ) ** P ‘ 

JT=0 

Para f = 0 la sumacidn respecto de x da p — 1; para t >0 resulta 
2ni— 

— e p . Por lo tanto 

p- 1 2jri— 

|t/a.p| 2 =p-l-2« P =P> |t/«,pl = VF. 

<=1 

P) Si {a, p) =p el teorema es evidente. Si (a, p) = 1 4ste se deduce de 


b, a) Supongamos que r recorre los restos cuadr$ticos, y n los no-res- 
tos cuadr£ticos, comprendidos en el sistema completo de restos. 
Se tiene 

2*i*L 

5 fllP =l+2^ p . 

T 

Restando de aquf tfcrmino a tirmino 


2*i— 

0=1+2* p +2 

r n 



se ob tiene la igualdad indicada. 


12 * 
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p) Se tiene 


|5«. m p= S S « ra . 


Para un f dado la sumacidn respecto de x da me m 6 0, segun que 
sea divisible 2 1 por m o no. Si m es impar, se tiene 


2ni ------ 

I Sa, m | 2 =me m 


Si m es par, m=2m ll se tiene 


i,m| 2 = m ( 


2n i 2fli 

? m ~\-e 




AquI el segundo miembro es igual a cero si mi es im par y es igual 
a 2m si mj es par. 

Y) Para cualquier entero b % se tiene 

m— 1 O jrt 

I 5a, m 1 = ) S « ‘ m |, 


de donde, eltgiendo 6 de la condicion 2A6 == a (m6d. m), se obtiene 
(pregunta p) el resultado indicado. 

12, a, a) Se tiene 

2 2 *(*)« m • 
z z &~M a— 0 

La parte de la suma del segundo miembro que corresponde a a = 0, es 
igual a Q 2 ^ ( z )\ * a P arte <l u e corresponde a los valores restantes 

de a es en valor absoluto (pregunta 11, c, cap. Ill) 

2 *i-=f . 

<A 2 I 2 e m | < Am (In m— 6). 

a= i *=Af 

p) Es suficiente demostrar que la suma 
„ ‘ t m-l 

r= S 2 2 2 « 

* y=«0 yi=0a=*0 

la cual es igual al producto de m por el numero de soluciones de la 
congruence z mm N — y + ft (m6d. m), es positiva. Pero la parte 
de esta suma que corresponde a a = 0, es igual a 
Zh'\ h = /+ 1. 
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La parte que corresponde a un valor a > 0 dado, es en valor absoluto 
menor que 



Por consiguiente, la parte que corresponde a todos los valores posi- 
tives a, es en valor absoluto menor que 

m 

00 2 A 00 

2Ao 2 min ( AS, l^r) < 2A °( j f^da+ j -^-da)=2AomA. 

a=l 0 m_ 

2 h 

Por lo tanto, 

T > Z/i2— 2Aom/» > 0. 

b, a) Se deduce del teorema de la pregunta 11, a, a) y del teorema 
de la pregunta a. 

p) La desigualdad de la pregunta a) da R— Vp In p. Ademas, 
es obvio que R + N — Q. 

y) Del teorema de la pregunta 11, b, P ) se deduce que se cumplen las 
condiciones del teorema de la pregunta a, c*) si se hace m = p, <1 >(z) = 1 
A = l/p, y z recorre los valores z= x 2 ; x = 0, 1, . . p — 1. Pero 
entre los valores de z hay uno que es congruente respecto del modulo p 
con 0 y sendos pares que son congruentes respecto del modulo p con 
cada resto cuadratico del sistema completo. Por lo tanto, 

2'<K(*) = 2 R, 2<D(:) = p 

% Z 


y se obtiene 

2R=^-p+QVplnp. 

6) Se deduce del teorema de la pregunta 11, b, y) y del teorema de 
la pregunta a, a). 

e) Del teorema de la pregunta 6) se deduce que se cumplen las condi- 
ciones del teorema de la pregunta a, a) si se hace m=p, <D(z)=l, 
A = Vp 1° P> y 2 recorre los valores z = Ax 2 ; x = Mq, A*o + V* • A*o+ 
+ Qo"“l* P° r 1° tanto, 

2 ' 0 (*) = 7 \ = 

2 2 

de donde se deduce la formula indicada en la pregunta. 
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c. La parte de la suma que contiene los terminos con J=l, es 

igual a p(R 2 +N 2 ), la parte restante es igual a —2 pRN. Por lo tanto, 
toda la suma es igual a p (/? — A^) a . 

La parte de la suma que contiene los terminos con 3=0, es igual a 0. 
La parte restante es en valor absoluto menor (pregunta 11, c, cap. in), 


p-l Af+Q-l 2ni— P-1 M+Q-i 2 

SI S • MSI S * - 

a» i jc=Af a= 1 y=* M 


Por consiguiente, 

P (R-N) 2 < p* (In P)\ I R-N I < 1/p In p. 


Respuestas a las preguntas del capitulo VI 

1, a. Si <7 es un numero prime impar y aP ss 1 (mod. q) t entonces 
a respecto del m6dulo q pertenece a uno de los exponentes 6=1; 

р. Si 6 = 1, se tiene a ess 1 (mod. <7), si 6 = p, se tiene <7 — 1 = 2px; 
x es entero. 

b. Si q es un numero primo impar y aP + 1 as 0 (mod. q), entonces 
a 2 P ass 1 (mod. q ). Por lo tanto, respecto del modulo q el numero a 
perfenece a uno de los exponentes 6 = 1, 2, p, 2 p. Los casos 6=1; 
p son imposibles. Si 6=2, se tiene a 2 2= 1 (mod. <7), a + 1 es 0 
(m6d. <7). Si 6 = 2p, se tiene q *— 1 = 2pjc; * es entero. 

с. Son primos de la forma 2 px + 1, por ejemplo, los divisores primos 

del numero 2*>— 1. Sean p lf p 2 , . . ., p* cualesquiera k numeros 
primos de la forma 2px + 1; el numero (p if p 2 , ... Ph) p ~ 1 posee 
un divisor primo de la forma 2px + 1, distinto de p it p 2 , . . ., p k . 

d. Si q es primo y 2* n + 1 a= 0 (m6d. q ), entonces 2 2n+1 se 1 (mod. <7). 

Por lo tanto, respecto del modulo q el numero 2 pertenece al exponente 
2 n+1 y, por consiguiente, q — 1 = 2 n+1 x; x es entero. 

2, Evidentemente, respecto del modulo a n — 1 el numero a pertenece 
al exponente n. Por lo tanto, n es un divisor de <p (a n — 1). 

3, a. Supongamos que despues de realizar la £-esima operacion se 
obtiene la sucesion inicial. Evidentemente, la k-esima operacion 
es equivalente a la siguiente: en la sucesion 

1,2, . . ., n — 1 , n t n t n — 1 , . . 2, 1 , 1 , . . . 

. . ., n — 1, n,n,n — 1, . . ., 2, 1,2 ,... 

se toman los numeros que ocupan los lugares 1, 1 + 2 h , l+2*2 ft ... 
Por lo tanto, en la sucesidn inicial, en el 1 + lugar tiene que estar 
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el numero 2. Por consiguiente, la condicion indicada en la pregunta 
es necesaria. Pero feta tambien es suficiente, puesto que al cumplirse 
se tienen las siguientes congruencias respecto del modulo 2 n — 1: 
1 « 1, 1 + 2* * 0, 1 + 2-2* * — 1, . . . 

o bien 

1*1, 1 + 2* * 2, 1 + 2-2** 3,... 

b. La solucion es analoga a la solucion de la pregunta a. 

4. La solucion de la congruencia x 6 == 1 (m6d. p) pertenece a un expo- 

nente de la forma , donde 6' es un divisor de 6. Aqui 6' es un 

i 

multiplo de d cuando, y s61o cuando, x d sl (m<Sd, p). Escribiendo 


todos los 6 valores de 6' y tomando / = 1, obtenemos S' 
donde S' es el numero buscado y 'Sd=-j. 



5, a. Aquf (§3; ejemplo c, § 5) tiene que ser ^$ta 

condicion $e cumple para g = 3. 

^ = 1 , g* == i (mod. 2p + 1). Esta con- 
dicion se cumple para los. valores indicados de g. 


b. Aqui no tiene que ser 


\2p + l 


c. Aqui no tiene que ser = 1» g 4 s 1 (m6d. 4p+l). Esta 

condicion se cumple para g = 2. 

d. Aqui no tiene que ser ( 2*p + 1 ) “ ^ # 2n 55 * ( m 6d- 2 n p + l). Esta 
condicion se cumple para g = 3. 

6, a, a) Si n es multiplo de p — 1, el teorema es evidente. Supongamos 
que n no es divisible por p — 1. Los numeros 1, 2, . . p — 1, sin 
tener en cuenta el or den que siguen, son congruentes respecto del 
modulo p con los numeros g, 2g, . . (p — 1) g, donde g es una raiz 
primitiva respecto del m6dulo p. Por lo tanto, 

S n s gn Sn (m6d. p), S n = 0 (m6d. p). 

p) Se tiene 

2 P ). 

X=1 JC=i 

de donde (pregunta a)) se ob tiene el resultado indicado. 
b. Si p> 2, se tiene 

p-i 

1.2 ... (p— ]) ==g 1 +2+...+P~l = g 2 =_] (m6d. p). 
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7, a, Se tiene g* nd *i a =a(mod. p), ind^a indgg 4 » ind tf a(mod. p — 1), 
ind^ a == a indg a (mod. p— 1). 

b. De indg a =s s (mod. n). ind^ a = a in d g a (m6d. p — 1) se deduce que 
ind a = as = sj (mod. n). 

®i 

8. Sea (n, p — 1) = 1 . Hallando u de la condicidn 1 (mod. p— 1), 
obtenemos la solucion x s a u (mod. p). 

Supongamos que n es primo, p— l=n a f, a es un entero positivo, 
(f, n) = l. Si la congruencia es posible, se tiene a n f =l (mod. p); 

si a> 1, entonces, observando que z == g n<x tr (mod. p), r = 0, 1, ... 

. . ., n — 1, son todas las soluciones de la congruencia z n == 1 (mod. p), 
para cierto r 4 = 0, 1, ...» n— 1, se tiene 

a «“-2y,«-‘<r ls j (m6( j p); 

si a>2, para cierto r 2 = ::0 » 1» ...» n — 1, se tiene 

a »«-3< g »“— 2<ri+n«-l< r , _ , (m6d p)> 

etc.; finalmente, para cierto /• a- . 1 =0, 1, ..., n — 1, se tiene 

. nfr.+n8<r„-f . . .+n a “"*<r . . . , , 

1 2 06 1 ss 1 (mod. p). 

Hallando u y ode la condition tu—nv~ —1, se obtienen n soluciones: 


* ss a*g 


ut(r 1+ n, 2 +. . .+«“-2r a . l)+ n«-l<r ^ p); 

r = 0, 1, . . . n — 1. 


Supongamos que el numero primo n* es un divisor de (n, p — 1), 
n=n l n 2t n 2 > I. Para cada solucion de la congruencia y nx s= 
=fl (mod. p) buscamos una solucion correspondiente de la congruencia 

x n2 == p (mod. p). 

9, a. Del modo indicado se obtienen cc 0 Ci . . . c h — <p (m) caracteres. 
Supongamos que para dos caracteres Xi («) Y X 2 (n) son distintos 
entre si los valores /?' y R” de alguna de las raices /?, R 0 , /? lt . . . 
. . ., para el numero Oi, cuyos indices son todos iguales a 0, a excep- 
tion de uno, correspondiente a los valores indicados R' y R”, e igual 
a 1, se tiene 

b, a) Se tiene x (1) = /?° . . • #£=!• 
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P) Sean y', . .., y ' k ; y ”, . .., y £ los sistemas de indices de los numeros 
a\ y a 2 ; entonces y' + Y*> *..>Yfc+Yfc es el sistema de indices del 
numero a^a 2 (c, § 7). 

y) Si ax = a 2 (m6d. m), los indices de los numeros ax y a 2 son congruen- 
tes entre si respecto de los mddulos c, . . . , c*. 

c. La propiedad indicada se deduce de 

m — 1 c — 1 c ft “ 1 

2 x(«)=2* v --- s ***• 

a=0 Y~0 Yft— 0 

d. La propiedad indicada se deduce de 

2x(«)=2* v ---2** ft - 

X fl H* 


e. Supongamos que q>(ai) no es igual a 0; de la igualdad q>(ai) = 
= tj) (ai) ij) (1) se deduce que: q>(l) = l. Por otra parte i|>(a) es diferente 
de 0 si (a, m) = l; en efecto, determinando a ' de la condicion aa ' == 
= 1 (m6d. m), obtenemos ij> (a) ij? (a') = 1. 

Si (a lf m) = l, se tiene 

S ' X (fl) Vi ' X (aia) X foi) VI * X (o) . 

(a) if(flia) (ai) q?(a) 1 

a a a 


por lo cual, o ^ 

a 


x(g) 

qj(a) 


0 o bien q> (aj) = x (a^ para todos los valo- 


res de a t . Pero la primera proposition no puede verificarse para todos 
los x» pues en caso contrario seria H — 0, mientras que // = (p(m) ya 
que, sumando para un valor dado a respecto de todos los caracteres, se 
tiene 

2 X(a) __ f <P (m), si a = 1 (mod. m), 
q? (a) \ 0 en caso contrario. 

x 

f. a) Si R ..., Rh y /?", ..., son los valores de /?, ..., Rk , co- 
rrespond ientes a los caracteres Xi (a) Y X 2 ( fl )- entonces xi ( fl ) X 2 (a) es 
el caracter cuyos valores correspond ientes son R'R”, .... R^R^ 
p) Cuando R, ... . , /?& recorren todas las raices de las correspondientes 
ecuaciones, /?'/?, ..., R' k Rh recorren en cierto orden las mlsrats raices, 
Y) Determinando /' de la condicion W m 1 (m6d. m) 9 se tiene 



XXX 
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lo cual es igual a <p(/n) o a 0, segun que sea a = l (mod. m ) o no. 

10, a, a) Determinando x ' mediante la congruencia xx' == 1 (mod, p), 
se tiene 

p- 1 2ni l ind (x+h)~l Indx -1 » ^in&ji+hx') 

n = 2 e n --1. 

*=1 x~i 

p) Se tiene 

p — l Q— l Q— l n-,i l ind (x-\-zi)-l ind (ar-t-*) 

5= S S S e n 

x=0 *i=0 *=0 

Si 2 ! = * la sumacidn respecto de x da p— 1, si 2 j no es igual a 2 la 
sumacion respecto de x (pregunta a)) da —1. Por lo tanto, 
S=Q(p-~l)—Q(Q—l) = (p~Q)Q. 

11, a, a) Se tiene 

p- 1 P-l 2*1^-* 2ni Q(< -- 1)x 

|t/a.p| a = S S * " « P = 

/=i x=l 

P-l 2 ni!^ 

— p— i — S e n =p- 
<= 2 

P) Si (a, p)=p, el teorema es evidente. Si (a, p) = l, el teorema se 
deduce de 

2„triinif p-i 


Ua, p — e 


■p-l airtiisis* 2«i^ 


s* 

*=1 


p _ 


= e 


(/- 


l,p* 


Y) Evidentemente, /I y B son enteros y | S |* — A 2 + &*• Para ciertos e, 
e', e* que cumplen la condicidn | e| = | 8' | = e" | = 1, se tiene (pre- 
gunta p)) 


S e ”\/p 8 Vp ^ S S e 

K F P *1=1 2=1 *=0 


p-l p-l p-l ^. ind *i+ind* 2ni gigtijgjjj 
k e v 


Si 2 j +2 no es igual a p, la sumacion respecto de x da cero. Por 
lo tanto 


P-l 


2Jli- 


s==e '2(yK *= z ’V p ' i s i 2 =^- 


z~ 1 


6) Se tiene 


"- 1 2nl ‘ llnJ J -* - 2xt‘ 


*-i2 2‘ 


x=l fe=0 
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La parte de esta expresidn que corresponde a k = Q, es igual a . 

n 

La parte que corresponde a todos los valores positivos de k es en valor 
absoluto menor que (pregunta a)) 


(>-r)V* 


b. a) Para un valor de z dado, la congruencia x*==z(m6d. p ) es 
posible solamente cuando ind z es divisible por 6, teniqndo en este 
caso 6 soluciones. Por lo tan to 

s«,p= i+«2 e p = 6 (t+ 2‘ p )’ 

z 0 *o 

donde z 0 recorre los numeros del sistema reducido de restos respecto 
del mddulo p que cumplen la condicidn ind 2 = 0 (mod. 6). Por lo 
tanto (pregunta a, 6)) 

Sa,p<6 (l— g-) Vp= (6—1) Vp. 

P) Haciendo 

+ u=--0, p*- 1 — 1, o = 0, p-1, 

se tiene 

2ni 0x11 

e p* r= ^2jito(u n p” I +nu n “ x p~ 1 r) 

Si (u, p) = 1 la sumacion respecto de u da cero. Por lo tanto 

p«“ J - 1 

S .= y. e 2niaf>n "'*o = p»-i S' ,=0. 

°- p *«=o °’ p 

Y) Sea p T la mdxima potencia de p que divide a n. Se tienes>x-f3. 
Haciendo 

* = tt = 0, i, o = 0, p T +‘— 1, 

obtenemos 


p 9 __ e 2 nia (u n p~' 8 -f nu n ” *p *©) 


Si (u, p)= 1 la sumacion respecto de v da cero, Por lo tanto 

pt l 2ni ~~7 _V 

S a p .= S * P =' ,n ' 1S . p-n- S ' . = ° 

1 xq =0 * * 
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6) Sea m — p * 1 . . . p* h la descomposicion canonica del numero tr 
Haciendo 

7'a,m = m- 1 + v S 0 . m ; v = -l, m= ==...= 

y determinando ai, ...» a* de la eondicion 

a = Afjflji + • . • + (mod. m), 
se tiene (pregunta 12, d, cap. Ill) 

Ta> m~T ... T . 

fll.Pj 1 a A» p A 

Pero, si s=l, se tiene 

_ l 

IT a, P J<P“ 1 +V «VP<«P 

Si l<s<n, (n, /?) = !, se tiene 

Si 1< s<!n, (n, p) = p, se tiene 

IT^I </>“•+•><*<«. 

El caso $>n, en virtud de que T .~p~ 8 + 8V /? n_1 S „ = T a p*~ n 

a, p* a, * * 

se reduce al caso s^n. Por lo tanto 


|7’ a>m |<C=rt n# + n , 

de donde se deduce la desigualdad indicada en la pregunta. 

12, a. Se deduce del teorema de la pregunta II, a, a) y del teorema 
de la pregunta 12, a, a) cap. V. 

b, a) Se tiene 

Af+Q-in-i 2 JH * (indx — *) 

E S' 

x=M h= 0 

Para /? — 0, sumando respecto de x , resulta Q; para 6>0 resulta un 
numero cuyo mddulo es menor que ~\/ p Inp. De aqui se deduce la 
formula indicada en la pregunta. 

p) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, p) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta II, a, 6). 

c. Tomando f (x)= 1, si x recorre los va lores *=ind M, ind (Af + 1), ... 
. . ., ind (Af + Q — 1), resulta (pregunta 17, a, cap. II) S' = ^ P (d) Sj. 

Aqui S' es el numero devalore$de*que cumplen la eondicion (x,p— 1)= 1; 
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por lo tanto, S' = //. Por otra parte, S& es el numero de valores de x 
que son multiplos de d t es decir, es el numero de restos de grado d 
que hay en la sucesion Af, A4-f-l, ..., M + Q — 1. Por consiguiente, 

H= ^ M<*)(-§- + 0 <*Vplnp) ; |0 d |<l, e 1= =0. 

d\p— 1 

d. Del teorema de la pregunta a se deduce que se cumplen las condi- 
ciones de la pregunta 12, a, a) cap. V, si se hace m=p — 1, 0(z)==l, 
A^r'j/plnp, y z recorre los valores z = indx; x = Af, Af+l, ... 
Af+Q — 1. Entonces se obtiene (Q* en lugar de Q) 

2'® <*) = /, J=Z J=T «+ 0 Vp(inp) a - 

Z Z 


13. Supongamos que no hay no-res tos no superiores a h. La cantidad 
de no-restos de grado n que hay entre los numeros 

1, Q; Q=[Vp(lnp)2j 
se puede acotar de dos modos: 

Partiendo de la formula de la pregunta 12, b y teniendo en cuenta 
que pueden ser no-restos solamente los nfimeros que son divisibles por 
numeros primos mayores que h. Resulta 


-L lnp+2 In In p . 

— Y +0-^ 

-L In p+2 In In p lnp 


0< In 


1 + 4 
1+2 c 


In lnp 
lnp 
In lnp 
In p 


f 0 



La imposibilidad de la ultima desigualdad para todos los numeros p 
suficientemente grandes demuestra el teorema. 

14, a. Se tiene 

m— im-lm-l 2 jiI °* (l/1 ~ y) 

|S|*<x 2 2 2 pWpW* m • 

*=0 1/1=0 V— 0 

Para valores dados de t/i e y, la sumacidn respecto de jcda Xm\p(y)\* 
o cero, segun que sea yi=y o no. Por lo tanto 

| S |2 < XYm, | S |< yXYrn. 
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b, a) Se tiene 


<P ('«) 


2 2 X(“)x(»)e 


2ni - 


donde u y o recorren los sistemas reducidos de restos respecto del 
modulo fit. De aqui que 


S ~q> (m) 2 2 
at=0y=0 

v (•*)= 2 *(“)• 

u n = *(m<5d. m) 


2ni^- 

v (*) p (y) c m ; 


p(y)= 2 .xW* 

s y (m6d . m) 


Pero, se tiene (pregunta II, cap. IV) 


m— 1 

2 

x=0 


|v(x)|2</C«p(/n). 


m— 1 


2 

y=0 


|p(y)l 2 </c<p («). 


Por lo tanto (pregunta a) 

I s I l//C(p (rn) K<p {m)m—K Vm. 

p) Sea m=2 a p^ 1 ... p^ h la descomposicidn canonica del numero m. 
La congruencia x n s 1 (mod. /n) es equivalente al sistema 

x n = 1 (m6d. 2®), x n s 1 (mod. p” 1 )* (m6d. p£ ft ). 

Sean y (x) y y 0 (x) los indices del numero x respecto del modulo 2 a 
(tf. § 6)* La congruencia x n =s 1 (mod. 2 a ) es equivalente al sistema 
ny (x) e= 0 (mod. c) t ny 0 (x) es 0 (mod. cq). La primera congruencia de 
este sistema posee no mas de 2 soluciones; la segunda posee no mas 
de n soluciones. Por lo tanto, la congruencia x n ss 1 (m6d. 2 a ) posee 
no mas de 2 n soluciones. Segfin b, § 5, cada una de las congruencias 

x*s 1 (mdd. p* 1 ), x"5l (m6d. p®*) posee no mas de n solucio- 
nes. Por consiguiente, 

Inn 

/C<2(T(m)) ,B2 ; K=0(m e ). 

c, a) Fficilmente se observe que s recorre 

1 \ I, , 1 \ 2 "* 
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valores, y s' recorre 




■T* 


valores. Ademas, cuando t, para unos valores dados de s y s', recorre 
el sistema reducido de restos respecto del modulo p — 1, el producto 
(s + s')f tambien recorre el sistema reducido de restos respecto del 
modulo p— 1. Por lo tanto, W~lNS. Pero, en virtud del teorema de 
la pregunta a, se tiene |S*[<yWp y, por consiguiente, 1F= 
*=y(p — l)~[/UVp. Comparand© las dos expresiones halladas para W 9 
se obtiene 




< 


9 q> (p — 1) Q fe 


8 p— 1 


2 n Vp . 


P) Se deduce del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta a). 

y)* Se deduce del teorema de ia pregunta 12, a, p) cap. V y del teo- 
rema de la pregunta a). 

15, a. Se tiene 

p-i p-1 2ni <*(t n —t)x n +b(t—l)x 

isi 2 =2 

t=lx=i 

En el caso t n =s 1 (mod. p), la sumacion respecto de x da p— 1 si 
y — 1 si *>1. En el caso contrario, tomando z(t— l)~ l en 
lugar de x 1a parte de la suma dobie que corresponde at valor / ele- 
gido 1a expresamos en la forma 


Por lo tanto 


p-i 

2 


2ni 

e 


q(l n — 1) (I— I)~ n » n -H>z 

p 


P-lP-1 2iri — i 

\s\*<p-i+\ S s * I. 

U»1 ttel 


donde v (a) no es superior al numero de soluciones de la congruencia 
(* n — 1) (f — l)* 11 s ii (m6d. p) con la condicidn t > 1, y | p (v) | no es 
superior al ntimero de soluciones de la congruencia z»m v (m 6d. p). 
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Por Io tanto, v (u) < 2n u |p(i>)|<«i, 

P —1 p— i 

S ( v (“» 2 < ( p - 1) S I P (y) I 2 < (p- 1) »». 

u= 1 ©= i 

Aplicando el teorema de la pregunta 14, a, obtenemos 

3 

|S| 2 <p-l + V(p-I)2n 1 (p-l) w<2n lP \ 

b, a) Se deduce del teorema de la pregunta a y del teorema de la 
pregunta 12, a, a) cap. V. 

P) Del teorema de la pregunta a) se deduce que se cumplen las con- 
diciones del teorema de la pregunta 12, a, a) cap. V si se hace m = p, 
3 12 

<D(z) = l, A === " 2 ‘ rt iP 4 In/?, y z recorre los valores z = Ax n ; * = Af 0 , 
M 0 + l» *..* A*o + Qo — Por lo tanto 

2'i»(*)=7\ S<i>w=Qo. 

2 2 


de donde se deduce la fdrmula indicada en la pregunta. 

c, a) Supongamos que y = 4ay t (mod. /?). Se tiene (pregunta 11, a 9 

cap. V) 

P ~1 . . 4 avi* 

^ 4cfix*+4abx + 4ac j ^ 2m — 

P X — O P 


1 


Vi., 


2(f) 2 


2ni z ^ aix% ^ abx A"^ ac ^ a y^ xrml ) 


V— 1 ~(62_4oc)2— 2bvi— vfz^ 1 

S 2jii * — 

* 

2=1 


3 

La ultima suma es en valor absoluto (pregunta a) <-^-p 4 . 

p) Se deduce del teorema de la pregunta a) y del teorema de la 
pregunta 12, a, a) cap. V. 



Respuestas a los ejercicios 
numericos 


Respuestas a los ejercicios del capltalo I 


1, a. 17. b. 23 

„ x x 15 

2, a. a) o 4 =-j-p ; 

. . . 80 

b. a) 6 e = w ; 


P) a 
P) a 


19 0 

14 + 14 ^ 20 # 

1002 0 
739 + 739* 1000 * 


3. En total se obtienen 22 fracciones. 

5, a. 2 8 *3 5 *11 8 . b. 2 s -3 3 -5 4 -7 s • 1 1 2 • 17 -23 -37. 


Respuestas a los ejercicios del capttalo H 

1. a. 1312. 

b. 2 u »-3“ •5®*-7 w -ll 1 *-13*-17 7 -19 6 -23 5 -29 4 -31*-37*-41*-43 * X 
X 47 s -53®. 59* -61* .67 -71 -73-79-83-89-97-101 - 103- 107* 109-113. 

2. a. T (5600) = 36; S (5600) = 15 624. 

b. x (116 424) = 96; S (116 424) = 410 400. 

3. La suma de todos los valores es igual a 1. 

4 . a) 1152; p) 466 400. 

5. La suma de todos los valores es igual a 774. 


Respuestas a los ejercicios del capltulo /// 

li a. 70. b. Es divisible. 

2, a. 33.52.112.2 999. b. 7. ;3- 37. 73- 101. 137. 17-19.257. 


13—1030 
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Respuestas a los ejerciclos del capltulo IV 

1, a. *=381 (mod. 337). b. x=a 200; 751; 1302; 1853; 2404 (mod. 2755). 

2, b. * =s 1630 (mod. 2413). 

3, x sa 94 -f- 1 1 1 1; y = 39 + 47 1, donde / es un entero arbitrario. 

4, a. x as 1 70A> t + 52b 2 (mod. 221); 

* h= 131 (mod. 221); x = 110 (mod. 221); ^89 (mod. 221). 
b. a:s 11 151&J + 11 8006 2 + 16 8756 3 (mod. 39 825). 

5, a. * = 91 (mod. 120). b. * = 8479 (mod. 15 015). 

6 , * 33 100 (mod. 143); y = 11 1 (mod. 143). 

7, a. 3** + 2x® + 3x* + 2x 3 - 0 (mod. 5). 

b. x« + 5** + 3** + 3* + 2 = 0 (mod. 7). 

8 , x 6 + 4x» + 22x* + 76*® + 70** + 52* + 39 =• 0 (mod. 101). 

9, a. * s 16 (mod. 27). b. * 33 22; 53 (mod. 64). 

10, a. x a 113 (mod. 125). 

b. * 33 43, r23| 163, 248, 293, 373, 418,498, 543, 623, (mod. 625). 

11 , a. * 33 2, 5, 11, 17, 20, 26 (mod. 30). 
b. * 33 76, 22, 176, 122 (mod. 225). 


Respuestas a los ejerciclos del capltulo V 

1, a. 1, 2, 3, 4; 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18. 

b. 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 29, 31, 32, 35. 

2, a. a) 0; p) 2. b. a) 0; P) 2. 

3, a. a) 0; P) 2. b.a) 0; P) 2. 

4, a. a) * s ±9 (mod. 19); P) * = ± 11 (mod. 29); 

V) * a ± 14 (mod. 97). 

b. a) *33 ±66 (mod. 311); P) * = ±130 (m6d. 277); 

V) * s ±94 (mod. 353). 

5, a. * 33 ±72 (m6d. 125). b. * s ±127 (mod. 243). 

6, a. x a 13, 19, 45, 51 (mod. 64). b. * a 41, 87, 169, 21 5 (m6d. 256) 


Respuestas a los ejerciclos del capltulo VI 


1, a. 6. b. 18. 

2, a. 3, 3, 3. b. 5, 5, 5. c. 7. 

5, a. a) 0; P) 1; y) 3. b. 0 ) 0; P) 1; y) 10. 

6 , a. a) * *3 40; 27 (mod. 67). PJ * = 33 (mod. 67). 

Y) * 33 8, 36, 28, 59, 31, 39 (mod. 67). 
b. a) *33 17 (mod. 73). p) *=a50, 12, 35, 23, 61, 38 (mod. 73), 
Y) * = 3, 24, 46 (mod. 73). 



RESRUESTAS A LOS EJERCICIOS NUMERICOS 195 


7, a. a) 0; ft) 4. b. a) 0; P) 7. 

8, a. a) x = 54 (mod. 101). P) ie 53, 86, 90, 66, 8 (mod. 101). 
b. x ss 59, 11, 39 (mod. 109). 

9, a. a) 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17; P) 1, 7, 8, 11, 12, 18. 
b. a) 1, 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36; 

P) 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34. 

10, a. a) 7, 37; P) 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34. 
b. a) 3, 27, 41, 52; 

P) 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59 
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NUMERO PRIMO 3 

aJo 123456789 /|oi23456789 
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NUMERO PRIMO 17 

/Jo 123456789 / 1 0 123456789 
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NUMERO PRIMO 37 
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NUMERO PRIMO 53 


n\o I 2 3 4 5 6 7 8 9 


/ 0 123456789 



47 18 14 3 34 0 I 2 4 8 16 32 11 22 44 35 

12 4 10 35 37 1 17 34 15 30 7 14 28 3 6 12 

42 25 51 16 46 2 24 48 43 33 13 26 52 51 49 45 

9 36 30 38 41 3 37 21 42 31 9 18 36 19 38 23 

29 40 44 21 28 4 46 39 25 50 47 41 29 5 10 20 

5 40 27 

59 

56789 / 1 0 123456789 
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NUMERO PRIMO 83 


N 

0_ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

_9 

0 


0 

1 

72 

2 

27 

73 

8 

3 

62 

1 

28 

24 

74 

77 

9 

17 

4 

56 

63 

47 

2 

29 

80 

25 

60 

75 

54 

78 

52 

10 

12 

3 

18 

38 

5 

14 

57 

35 

64 

20 

48 

67 

4 

30 

40 

81 

71 

26 

7 

61 

23 

76 

16 

5 

55 

46 

79 

59 

53 

51 

11 

37 

13 

34 

6 

19 

66 

39 

70 

6 

22 

15 

45 

58 

50 

7 

36 

33 

65 

69 

21 

44 

49 

32 

68 

43 

8 

31 

42 

41 









NUMERO PRIMO 89 


N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 


■ 

16 

i 

32 

70 

17 

81 

1 

2 

1 

86 

84 

33 

23 

9 

71 

64 

6 

1 

35 

2 

14 

82 

12 

57 

49 

52 


3 

25 

59 

3 

87 

31 

80 

85 

22 

63 

34 

11 

51 

24 

4 

m 

21 

EE 

ES 

28 

72 

73 

54 

65 

74 

5 

68 

7 

55 

78 

19 

66 

41 

36 

75 

43 

6 

15 

69 

47 

83 

8 

5 

13 

56 

38 

58 

7 

79 

62 


m 

27 

53 

67 

77 

IE 

42 

8 

46 

4 

37 

61 

26 

76 

45 

60 

44 



NUMERO PRIMO 97 


WIO 123456789 


0 


0 

34 

70 

68 

1 

8 

31 

6 

44 

1 

35 

86 

42 

25 

65 

71 

40 

89 

78 

81 

2 

69 

5 

24 

77 

76 

2 

59 

18 

3 

13 

3 

9 

46 

74 

60 

27 

32 

16 

91 

19 

95 

4 

7 

85 

39 

4 

58 

45 

15 

84 

14 

62 

5 

36 

63 

93 

10 

52 

87 

37 

55 

47 

67 

6 

43 

64 

80 

75 

12 

26 

94 

57 

61 

51 

7 

66 

11 

50 

28 

29 

72 

53 

21 

33 

30 

8 

41 

88 

23 

17 

73 

90 

38 

83 

92 

54 

9 

79 

56j 

49 

20 

22 

82 

48 





/ 

0^ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

45 

7 

14 

1 

28 

56 

29 

58 

33 

66 

49 

15 

30 

60 

2 

37 

74 

65 

47 

11 

22 

44 

5 

10 

20 

3 

40 

80 

77 

71 

59 

35 

70 

57 

31 

62 

4 

41 

82 

81 

79 

75 

67 

51 

19 

38 

76 

5 

69 

55 

27 

54 

25 

50 

17 

34 

68 

53 

6 

23 

46 

9 

18 

36 

72 

61 

39 

78 

73 

7 

63 

43 

3 

6 

12 

24 

48 

13 

26 

52 

8 

21 

42 
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2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

1 

3 

9 

27 

81 

65 

17 

51 

64 

14 

1 

42 

37 

22 

66 

m 


2 

6 

18 

54 

2 

73 

41 

34 

13 

39 

28 

84 

74 

44 

43 

3 

m 

31 

4 

12 

36 

19 

57 

82 

68 

26 

4 

78 

56 

79 

EJ3 

88 

86 

EE 

62 

8 

24 

5 

72 

38 

25 

75 

47 

52 

67 
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de los numeros primos <4070 
y sus raices primitivas mmimas 
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